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THEORETICAL ANALYSIS OF FATIGUE CRACK

CLOSURE CONSIDERING STRESS STATES

ZHANG T ian-zhong , GUO Wan-lin, XU Fei

( State Key Lab. of Mech. St ruct. St r. & V ib. , Xi′an Jiao tong Univ ersity , X i′an　 710049, China)

摘　要: 利用改进的条带屈服模型( Modified Strip Y ield Model) , 通过对裂端约束的研究,提出组合约束因子

的概念 ,发展了 Budiansky 和 Hut chinson 的解析模型,建立了可考虑不同应力状态的疲劳裂纹闭合模型, 可

方便地推广到穿透厚度裂纹的闭合分析中。与航空结构合金的实验数据及有限元结果的比较显示该模型能

准确预测疲劳裂纹闭合中载荷比、应力状态和厚度等重要因素的影响。给出的显式结果可以方便地用于航空

工程实际。
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Abstract: A theor etical analysis is per formed for fatigue crack closure based on a modified str ip y ield model

and the complex function method developed by Budiansky and Hutchinson ( 1978) in plane st ress. By

intr oducing a r easonable const raint factor , Budiansky and Hutchinson's model is ex tended to the general

stress state w it h the upper and low er limits o f plane str ain and plane stress. T he present theor y can be easily

ex tended to analyze the clo sur e in the through-t hickness cr ack g r ow ing . Effect s o f t he str ess r atio and str ess

constra int fact or can be calcula ted quantitativ ely , and the comparison o f the present model w ith available data

from tw o-and thr ee-dimensional finite element simulations and exper imental inv estigat ions show s quite g ood

ag reement. The explicit equations fo r t he opening stress can be applied in eng ineering .

Key words: str ess state; fatigue cr ack clo sur e; constraint ; opening str ess r atio ; thickness effect ; t hr ough-

thickness cr acks

　　自从Elber 1
[ 1]
在实验中发现裂纹闭合现象后,

闭合对疲劳裂纹扩展的重要影响日益受到重视,大

量实验研究[ 2～8]、数值计算[ 4, 9～13]和理论分析[ 14～16]

对 K open作了较为深入的考察, 在一定程度上揭示了

试样几何、载荷比、应力状态及厚度等因素对闭合的

重要影响。然而, 在目前应用的大量理论或经验模型

中,应力状态的影响仍不能合理预测。

对裂纹闭合的解析研究首先是在 1978年由

Budiansky 和 Hutchinson
[ 14] ( BH)提出的。他们基

于 Dugdale 模型[ 17]和数学弹性理论对平面应力

状态下的塑性致闭现象作了合理的解释。但是, 缺

乏严谨的理论分析。因此,对闭合现象做更深入的

解析分析,揭示其本质,显得很有必要。

一些研究者
[ 16, 18, 19]

提出约束因子概念反映应力

状态,取得了重要突破,但如何定义和确定直接影响疲

劳裂纹扩展的约束因子一直没有很好解决。

本文基于改进的条带屈服模型 ( M odified

Strip Yield M odel )以及 BH 提出的解析方法, 从

力学本质出发, 通过引入直接影响疲劳裂纹闭合

的组合约束因子,建立了考虑应力状态的理论模

型,可方便地推广到航空结构穿透厚度裂纹的闭

合分析中。

1　理论分析和基本方程

对承受远场单轴拉伸循环载荷的无限长直裂

纹,建立图 1( a)所示坐标系。研究表明,应力状态

对裂纹闭合有着极大的影响。为便于描述应力状

态,定义离面约束因子 T z 和面内应力比 k

T z =
�zz

�x x + �yy , k =
�x x
�y y ( 1)

　　在平面应力和平面应变状态下, 类似于 BH

的分析,假设裂纹扩展发生在峰载,即应力强度因

子 K = K max时, 扩展后的上下裂面上将产生残余
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图 1　远场单轴拉伸直裂纹模型示意图

( a) 坐标系的建立 ; ( b) 符号代表的意义

Fig . 1　Co rrdinat e sy stem ( a )

and Symbol nota tion ( b)

塑性变形量 �R / 2(图 1( b) )。在卸载过程中,裂尖

前方会产生长度为 r s的反向屈服区,但( r s, rp )区

间上的塑性变形量�M 保持不变。一旦裂纹发生闭
合,裂端场将呈现为弹性场。

应力状态对塑性区内的应力分布有显著影

响。当 K = K max时, M ises等效应力 �e 可表述为应
力分量 �yy或屈服应力 �s的函数

�e = f ( T z , k) �yy = g �s ( 2)

　　这里 f ( T z , k )是 T z 和 k 的函数

f ( T z , k ) =

( 1 - T z + T
2
z ) ( 1 + k

2
) - ( 1 + T z - 2T

2
z ) k

( = 0)　( 3)

g 与试样几何、载荷和材料有关,对理想塑性材料

无限大裂纹体,取 g= 1。于是由式( 2)可得

�yy = 1
f ( T z , k ) �s ( 4)

　　同样地,当卸载至最低应力即 K = K min时, 在

反向屈服区内有 �yy= - !�s, !反映了 Baushinger

效应和反向塑性变形约束。对理想塑性材料,

Newman 等人
[ 20] 的数值结果表明 !是介于

1. 0～1. 2的常数。

当 K min= 0时(图 2( a) ) ,由于 �yz～0, �z x～0,
�z z= T z ( �xx+ �yy ) , 如果 T z 已知,则独立的应力分

量为 �xx , �yy和 �xy ,所以可利用 Muskhelishivili复

势函数 ∀和 #寻求问题的解答。应力在 x 轴上下

半平面的连续性可消除函数 #,于是应力分量有
如下关系

图 2　问题的定义

F ig . 2　Problem fo rmulation

�xx + �yy = 2[∀′( ∃) + ∀-′( ∃-) ] ( 5)

�yy - i�xy = ∀′( ∃) + ∀′∃- + ( ∃ - ∃-)∀-″∃- ( 6)
这里 ∃= x+ iy。利用 x 轴上 �xy～0的条件,可由
式( 5)得

�xy = ∀′+ + ∀′- ( 7)

而 x 与 y 轴方向的位移 u和 v 满足

2%( u + iv ) = &∀( ∃) - ∀( ∃-) - ( ∃ - ∃-)∀-′( ∃-)
( 8)

其中 %是常数,

&=
3 - ∋- 4∋T z

1 + ∋ ( 9)

∋是 Poisson 比。利用 u 在上下两半平面的连续

性,由式( 8)可得

�v
�x +

- �v
�x -

= &+ 1
2i% ( ∀′+ - ∀′- ) , ( 10)

则据式( 7)和式( 10)可得如下边界条件(图 2( a) )

( ∀′) + - ( ∀′) - = 0 (< 0

( ∀′) + + ( ∀′) - = - !�s 0 < (< )

( ∀′) + - ( ∀′) - = 2i%
&+ 1

d�M
dx

)< (< 1

( ∀′) + - ( ∀′) - = 0 (> 1

( 11)

引入无量纲参数 ∗, (, )和无量纲函数 F

∗= ∃/ r p, (= x / rp , )= rs/ r p,

F = (+2 /,t�s) ∀′ ( 12)

这里, r p为塑性区尺寸,组合约束因子

,t = %+
( &+ 1) �s

�0
rp

( 13)

其中: �0 是裂尖张开位移。将会看到,所谓的组合
约束因子 ,t 直接控制着疲劳裂纹的闭合,表征了
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裂尖塑性区的应力状态对裂纹扩展的影响。

取辅助函数 − ( ∗) = ∗(∗- )) ,式 ( 11)可进

一步表示为

( −F) + - ( −F) - = 0 (< 0

( −F) + - ( −F) - = - !
,t+

2−+ 0 < (< )

( −F) + - ( −F) - = 2i+− d
d(

�M
�0 )< (< 1

( −F) + - ( −F) - = 0 (> 1

( 14)

类似于 BH 的工作(他们取 ,t= 1, != 1) , 可得方

程的解为

∗(∗- )) F = - !+
2,t∫

)

0

(( )- ()
(- ∗ d(+

C1 +∫
1

)

(((- ))
(- ∗

d
d(

�M
�0 d( ( 15)

其中: C1是积分常数。式( 15)中,利用 (= 0和 )=

0时应力有界的条件,可得两个关于 C1和 )的方

程,联立消去 C1 ,得到

∫
1

)

f 1 (() d(
(((- ))

=
!+2

2,t ( 16)

其中: f 1 (() = - d
d(

�M
�0 ( 17)

　　重新加载时, 闭合区将从- ∞启开,随载荷的

增加直至裂尖。设张开区和闭合区的分界点为 x

= r b= .r p( .< 0) (图 1( b) ) , 显然, .= 0时对应的

应力强度因子为 K open。问题的描述如图 2( b) , 其

中 �= �m 代表 K = K min时留下的塑性变形量。利

用弹性应力场应力函数的远场性质, 类似于 BH

的分析,可得

K open

K max
=

1
+∫

)

0

f 2 (()
(
d(+∫

1

)

f 1 (()
(
d( ( 18)

其中: f 2( () = -
d
d(

�M
�0 =

1
+ (( )- ()∫

1

)

f 1( ()
( /- () /( /- ))

d/( 19)

利用式( 19) 进一步化简式( 18) ,可得

K open

K max
= 2
+∫

1

)
( 1 -

2
+ar csin

)
(

df ( ()
d( d(

( 20)

这里利用了 f 1 ( 1) = 0(这一点可从下文看出)。

当 K min> 0,边界条件如图 2( c)所示, x = .r p

( .< 0)代表 K = K min时闭合区和张开区的分界

点。经与K min= 0时完全相同的求解过程,得到

R+= !+
2,t∫

)

0

)- (
(((- .) d(+

∫
1

)

(- )
(( (- .) f 1(() d(

R+= - !+
2,t∫

)

0

(- .
(( )- () d(+

∫
1

)

(- .
(( (- )) f 1 (() d(

( 21)

当 ,t 和 f 1 ( ()确定后, 对 R= 0和 R> 0可从式

( 16)和式( 21)中求出 )。然后把 )代入式( 20) , 可
得到 K open / K max。很明显, BH 的平面应力模型是

本文分析取 ,t= 1. 0时的特例。

2　约束因子

在塑性区内, 根据 HRR奇异场理论,平面应

力和平面应变状态下分别有 T z≡0和 T z≡0. 5; k

取常数, 与材料硬化有关,对理想塑性材料, 平面

应力和平面应变状态下分别有 k≡0. 5 和 k≡+/
( ++ 2)。而在更一般的三轴应力状态, T z 从 0到

0. 5之间变化。

条带屈服模型中,假想裂尖 d= a+ rp 处应力

无奇异性要求

K �( d) - K p( d ) = 0 ( 22)

式中: K p , K �分别是由假想裂纹塑性区上的粘着

应力( cohesive st ress)和外加载荷所引起的应力

强度因子。对带中心裂纹的无限大板,有

K �( d) = � +d ( 23)

K �( d) =

2�
+

d∫
r
p

0

g

f ( T z , k) d
2 - ( a + r) 2

dr ( 24)

根据积分学广义中值定理, 存在 r m, 0< rm< r p, 使

得

,p = g
f ( T z , k ) r = r

m

=

∫
r
p

0

g

f ( T z , k ) d
2 - ( a + r ) 2

dr

∫
r
p

0

1

d
2
- ( a + r )

2
dr

( 25)

称 ,p为塑性约束因子。其物理意义是, 在保证产
生相同的塑性区尺寸的前提下,非均匀粘着应力

等效为均匀分布力时与屈服应力的比。于是由式

( 22)～式( 25)可得

rp = a sec
+�
2,p�s - 1 ( 26)

　　由粘着应力产生的 COD��和由外载产生的
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COD�p ,可分别表示为

��( x ) =
,p�s( &+ 1)

+% arccos
a
d

d
2
- x

2
( 27)

�p ( x ) = �s( &+ 1)
+% �

∫
d

x

u

u
2
- x

2∫
u

a

g

f ( T z , k) u
2
- t

2
dtdu ( 28)

总的COD�( x ) 可写成
�( x ) = ��( x ) - �p( x ) ( 29)

　　定义张开位移约束因子为

,d =
∫

d

a

u

u
2 - a

2∫
u

a

g

f ( T z , k) u
2 - t

2
dtdu

∫
d

a

u

u
2
- a

2∫
u

a

1

u
2
- t

2
dtdu

( 30)

其物理意义与塑性约束因子类似。容易得到,在理

想塑性材料的平面问题中,

,d = ,p = 1
f ( T z , k )

( 31)

于是, CTOD�0可写成

�0 = �( a) = a�s( &+ 1)
+% �

[,dln( sec ) - (,d - ,p ) tan ] ( 32)

其中:  = �+
2,p�s ( 33)

利用式( 26)和式( 32) , 知 ,t 可表达为 ,p和 ,d 的
组合,

,t = ,d ln( sec )
sec - 1

- (,d - ,p) co t  
2

( 34)

这就是称,t 为组合约束因子的原因。在理想塑性
材料的平面问题中,由于 ,p= ,d ,

,t = ,p ln( sec )
sec - 1

( 35)

小范围屈服状态下, ,t= ,p= ,d。显然,在 Dugdale

模型中, ,t= ,p= ,d= 1。

用等效粘着应力 ,d�s 代替实际粘着应力 �yy ,
则 COD可表示为

�(() = rp,d�s( &+ 1)
+% �

1 - (- (
2 ln

1 + 1 - (
1 - 1 - (

( 36)

于是可得

f 1 (() = - d
d(

�(()
�0 =

1
2
ln

1 + 1 - (
1 - 1 - (

( 37)

这 与 Budiansky 和 Hutchinson [ 14] 以 及

Daniew icz
[ 21]
在理想塑性材料中得到的结果一致。

3　结果分析

3. 1　组合约束因子对闭合的影响

Newman等人
[ 20]
的有限元分析显示,约束因

子反映了应力状态, 变化范围为 1. 0～ 3. 0。

Guo
[ 19]认为,约束因子不但和应力状态有关还和

材料性能有关。但有一点是可以肯定的,即随约束

因子的增加, 应力的三轴性越强。图 3显示了不同

载荷比下 ,t 从 1. 0～3. 0的变化情况(本文取 !=
1)。可见,从平面应力趋向平面应变的的过程中

( ,t 增加) ,张开应力比单调减小,也就是说, 闭合
水平逐渐降低。这和已有的认识是一致的。

图 3　组合约束因子对张开应力比的影响

F ig . 3　Effect o f combining const raint factor

on opening str ess r atio

3. 2　载荷比对闭合的影响

图 4所示为平面应力和平面应变状态下载荷

比对裂纹闭合的影响。显然,平面应变状态比平面

应力状态受载荷比的影响更大。关于载荷比对闭

合的影响, Elber
[ 1]
, Schijv e

[ 3]
及 Kim 和 Song

[ 7]
,

Ashbaugh 等人
[ 8 ]
分别对薄板和厚板做了大量实

验。在平面应力状态下, 本文结果与Newman
[ 10]和

Blom Holm [ 4]的有限元结果及Elber [ 1]和Schijve[ 3]

从薄板实验中得到的经验公式十分吻合,

K open

K min
=

0. 5 + 0. 1R + 0. 4R 2

0. 45 + 0. 2R + 0. 25R2 + 0. 1R3
　
Elber

Schijve
( 38)

　　平面应变结果与 Blom 和 Holm
[ 4]
的平面应

变有限元结果和 Kim 和Song
[ 7 ]以及 Ashbaugh

[ 8]

等人对 10mm 厚板的实验结果也十分接近。厚板

实验结果和平面应变有限元结果均介于本文 T z

≡0. 5( T z 的上限)和 T z≡0. 3(弹性 Po isson比,

T z 的下限)的平面应变结果。这些比较说明,本文

理论能很好地描述不同应力状态下载荷比对闭合

的影响。
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4　裂纹闭合中的厚度效应

虽然人们已对平面应力和平面应变裂纹的闭

合现象有了一个比较清晰的认识, 但对穿透厚度

裂纹的闭合研究仍主要局限于数值和经验的方

法。事实上,穿透裂纹的厚度效应实际上是一种厚

度平均效应, 当 ,t 取厚度方向的平均, 则可直接
利用本文理论预测穿透裂纹的闭合。

由前文的分析可知,理想塑性材料在小范围

屈服状态下,有 ,t= ,p= ,d。利用 Guo [ 19]拟合有限

元结果所得的穿透厚度裂纹约束因子表达式

,g =

1 + 0. 2088( r p0/ B ) 0. 5 + 1. 0546( rp0 / B )
1 - 2∋+ 0. 2088( rp0 / B) 0. 5 + 1. 0546( r p0/ B )

( 39)

其中: ∋为 Poisson 比; rp 0为 Dugdale 塑性区尺寸

(即式( 26)中取 ,t= 1) ; B 为试样厚度。以,g 替代
,t, 所得结果与有限元结果及实验数据做了比较,
如图 5所示。

图 5( a)显示了 Chermahini等人
[ 13]
的三维有

限元结果与本文结果的比较。厚度较小时( B<

10mm) , 本文结果与有限元结果十分接近, 即使

当 B> 10mm 时,最大误差也不超过 10% ,在工程

精度的要求之内。Chermahini等人利用有限元结

果估计平面应变状态 R= 0. 1时的张开应力约为

0. 28, 这与本文结果完全一致(图3)。图 5( b)所示

为实验数据与本文结果的比较。实验数据来自

Guo [ 6]对 7050-T 7451铝合金的近尖小应变片法

( near -t ip str ain gauge method)测量。其中, U 为

应力强度因子范围等效系数, 定义为 U = ( 1-

kopen / kmax ) / ( 1- R )。图形显示,实验数据与本文结

果吻合很好。

由以上比较可以看出,本文模型对厚度效应

有准确的预测, 可用于工程实际处理穿透裂纹的

扩展及寿命预测。为方便工程应用,积分式( 20)可

以拟合为

K open

K max
= 1 - ( 1 - R

2) 0. 667 ( 1 + 3. 29R2 ) 0. 333 �

( 1 + 1. 67R 1. 61) +
!

0. 15+,t

- 1. 533

( 40)

图 4　载荷比对张开应力的影响

Fig. 4　Influence o f st ress rat io on cr ack opening str ess r atio

图 5　厚度效应

( a) 与三维有限元结果的比较; ( b) 与实验数据的比较

F ig . 5　Thickness-effect on crack opening str ess ratio, companson w it h

3-D finite element r esults ( a) and exper imental data( b)
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此式与式( 20)的精确积分的误差小于 1%。一般

情况下, ! = 1,用式( 20)和式( 40)可以预测任意

厚度和应力比下的疲劳裂纹闭合水平。

5　结　论

基于改进的条带屈服模型, 提出组合约束因

子的概念,建立了可考虑应力状态的疲劳裂纹闭

合理论。并通过对裂端约束的研究,给出了组合约

束因子与塑性约束因子和张开位移约束因子的关

系。

利用已有的塑性约束表达式, 把本文理论推

广到穿透厚度裂纹的闭合分析中, 结果与有限元

模拟和实验数据都吻合得相当好。所给出的显式

结果可方便的用于航空工程实际。
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