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摘　要: 回顾与分析了工程数值优化方法研究的发展历程,着重介绍与讨论了优化问题的几种数学列式、近

似问题的保真度与近似函数,以及复杂优化问题的求解策略等。指出优化问题的对偶列式变式D FO P2V 2与

高精度多点近似函数和二级近似概念结合而产生的数值优化解法,具有通用性,高的计算效率,并易于与市场

现有分析软件结合使用等显著优点。
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Abstract: T h is paper review s m ain ly the advances in num erical op tim ization m ethods developed since the la te

eigh ties of the 20th cen tu ry fo r comp lex op tim ization p rob lem s in engineering. It focuses on several crit ica l

aspects of the op tim ization m ethodo logy including m athem atical fo rm ulations, app rox im ation functions and

so lu tion stra tegies fo r op tim ization p rob lem s. A nd a concep t of fidelity fo r app rox im ate p rob lem s and its

sign ificance are p resen ted and discussed. It is po in ted ou t that the fo rm ulation D FO P2V 2 based on the dual

theo ry and envelope function is superio r to o ther fo rm ulations in respects of simp lifying op tim ization

p rocedure and raising computational efficiency, especia lly fo r large scale p rob lem s; as compared w ith T aylo r

expansions, m ult i2po in t app rox im ate functions m ay app roach the o riginal functions w ith h igh quality in a

w ide region of design variab le space; and the so lu tion stra tegy of tw o2level app rox im ation concep t is m uch

beneficia l to so lving comp lex p rob lem s w ith h igh non2linearity. Suggestions are given fo r fu rther develop ing

num erical op tim um m ethods w h ich are of conven ience and efficiency in app licat ions fo r engineers.
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　　1960 年, Schm it [1 ]提出将结构分析的有限元

素法与数学规划法结合,以处理含不等式约束条

件的结构优化问题,从而奠定了工程数值优化方

法的基础。近 40年来,数值优化方法的研究与应

用受到学术与工程界的广泛重视并取得长足进

展。数值优化方法与电子计算机结合可以有效地

求出优化解, 这种优化技术特别适用于航空、航

天、船舶、车辆和桥梁等领域的复杂工程设计问

题。

众所周知,相对于分析问题而言,优化问题是

逆问题,其求解远较前者复杂困难得多,它的基本

原因是优化问题的可行解有无穷多个,而要在此

可行解集合中求出优化解,一般只能用数学规划

法来处理,而非解析法。亦即在变量空间中按某种

规律进行搜索,逐步达到优化解。这是一种十分浩

繁的计算过程,特别是当变量众多、且函数为非线

性隐函的情况下尤其如此。

早期的研究[2～ 8 ]表明, 直接利用数学规划法

求解优化问题,虽然在理论上具有普遍的适用性,

但由于计算效率太低而没有实用价值。此后,国内

外众多学者开展了大量的研究工作,他们共同追

求的目标就是发展与建立既具有通用性,又具有

高的计算效率的优化方法,以有利于实际应用。20

世纪 60 年代后期,出现了优化准则法[9～ 16 ],它是

依据所要解决问题的物理性质设立某种准则,并

据此建立优化迭代算式, 或依据数学规划中的

Kuhn2T ucker 条件建立优化迭代式,因而可以分

为两类,即直观的准则法和理性的准则法。由于这

种方法引入了某种物理假设或数学近似,其计算

比较简单,特别是其迭代次数与变量数目没有直

接关系,故适用于大型优化问题的求解。但直观的

优化准则法一般没有通用性,其收敛性也没有保

证。以后的研究表明[17, 18 ] ,理性的优化准则法可
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以说是对偶空间的数学规划法。尽管优化准则法

在一段时期曾经受到相当重视并起到一定作用,

但就其本质与价值而言,它是一种过渡性的产物。

1974 年, Schm it 和 Farsh i[19 ]提出了近似概念法,

从而为基于数学规划有效求解数值优化问题展示

了新的前景。其基本思想是:对于含有多变量、多

约束,且约束为非线性隐函情况的优化问题,采用

变量链化技术减少变量数目; 采用约束暂时删除

技术减少约束数目;并对保留下的那些约束,称为

有效约束,用显式近似函数取代,从而得到规模较

小的,且为显式的近似优化问题。解序列近似优化

问题,其解的序列收敛于原优化问题的解。每一阶

段近似优化问题的求解,基于数学规划法,仍然是

在变量空间逐步搜索与逼近的过程,但不需要精

确的有限元分析,只是每一新阶段近似问题建立

时,精确有限元分析才是必要的。显然,近似优化

问题的保真度越高, 达到收敛所需的序列近似优

化问题的阶段数目就越少,执行精确有限元分析

的次数就越少,优化过程的计算效率就越高。这里

说的保真度,是指近似优化问题中有效约束集合

的完整性,以及近似函数的精确性,而与变量是否

链化无关。因为变量链化技术,与其说是简化问题

的需要,不如说是为反映问题实际情况的需要,除

计算量有差异外,它对构成近似问题的质量没有

本质上的影响。所以,如何提高近似优化问题的保

真度,实际上成为许多学者多年来的研究方向。

本文针对提高数值优化方法的通用性与计算

效率, 着重介绍与讨论几个相关问题, 并提出建

议。

1　优化问题的数学列式

优化问题可以用等价的,但不同形式的数学

列式来描述[20～ 24 ]。不同的数学列式会影响求解的

内容、条件与计算效率,因而研究它们的特征具有

十分重要的意义。

1. 1　优化问题基本列式 (BFOP)

m in
x

f (x )

s. t. g j (x ) ≤ 0　　j = 1,⋯, J

其中: 变量 x 为待求的 n 维向量; f (x )为目标函

数; g j (x )为约束函数,通常为隐式的非线性函数。

BFO P 的优点是其所表述的优化概念十分清晰,

易为人们理解与接受,但直接求解此种列式的问

题,由于变量多、约束数目多、计算效率很差。

1. 2　优化问题基本列式的变式 (BFOP-V)

m in
x

f (x )

s. t. gm ax (x ) ≤ 0

其中: gm ax (x ) = m ax{g j (x ) }。BFO P2V 的优点是
约束条件只有一个,但该约束函数 gm ax (x )是非光

滑的,且变量空间仍是高维的。

1. 3　优化问题的对偶列式 (D FOP)

m ax
Κ∈D

d (Κ)

其中: d (Κ) = m in
x

f (x ) + ∑
J

j = 1

Κjg j (x ) ; Κ为待求

的对偶变量向量; D 为满足条件 Κj≥0, j∈J 的

集合。D FO P 的优点是:它是准无约束优化问题,

而且当约束数目小于变量数目时,解此种列式的

优化问题,计算效率会较高。

1. 4　优化问题对偶列式的变式 (D FOP-V1)

m ax
Κ→0

d (Κ)

其中: d (Κ) = m in
x

{f (x ) + Κgm ax (x ) }

　　D FO P2V 1 是与BFO P2V 对应的, 是仅含一

个对偶变量的准无约束优化问题。无论所讨论的

优化问题有多少个变量和约束, 都可以归结为

D FO P2V 1 的求解。它显然较其它几种列式更具

有简化求解过程,提高计算效率的优点。但是,由

于 gm ax (x )为非光滑函数,不便采用基于函数与其

梯度信息的有效算法,因之给出一个相应的光滑

函数来替代 gm ax (x )是必要的。为此采用包络函

数[25 ]。

E (x ) =
1
P

ln ∑
J

j = 1
exp [P g j (x ) ]

它与 gm ax (x )的关系为

gm ax (x ) ≤ E (x ) ≤ gm ax (x ) + ln (J ) öP

当 P→∞或取足够大时,有

E (x )≈ gm ax (x )

于是D FO P2V 1可以改写为D FO P2V 2,即

m ax
Κ> 0

d (Κ)

其中: d (Κ) = m in
x

[ f (x ) + ΚE (x ) ]

显然, D FO P2V 2 是一种理想的数学列式,它

保留了D FO P2V 1的全部优点,且函数是光滑的。

现问题归结为如何求解D FO P2V 2。

由于函数 E (x )为非线性隐函数,直接求解是

困难的,因此应引入近似概念,建立高保真度的序

列近似问题。从D FO P2V 2可以看出,原优化问题
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的变量数目与约束数目对于其规模与寻优途径没

有影响,这有利于采用完整的有效约束集合或全

部约束集合。因此,当前决定近似问题保真度的唯

一因素就是 E (x )的近似函数精度。

2　近似函数

自从提出近似概念与数学规划法结合的方

法[19 ]之后,近似函数就成为优化领域的一个主要

研究方向。早期的工作是基于线性泰勒展开式及

其改进形式,如先后建立的逆近似[22, 26, 27 ] ,逆近似

与线性近似混合的保守近似[28, 29 ] ,以及移动渐近

线法 (MM A ) [30 ]等。另外,应用二阶泰勒展开式显

然可以提高精度,但其二阶导数的计算是十分浩

繁的工作, 因而采用得不多。 1978 年,M iu ra 和

Schm it [31 ]将其用于处理具有频率约束的问题,但

计算效率不高。1981 年文献 [ 32 ]和以后的文献

[ 33 ]将二阶泰勒展开式用于含应力与位移约束的

优化问题,并提出依据圣维南原理简化二阶导数

计算与将H essian 矩阵转变为对角矩阵的方法。

1988 年 F leu ry [34 ]亦采用二阶泰勒展开式并假设

H essian 矩阵仅保留对角项。采用基于一阶泰勒

展开式或二阶泰勒展开式的近似优化问题序列,

除非原问题本身是接近线性或二次非线性的,否

则不会具有良好的收敛性。

采用多点近似函数可以在变量空间较大范围

内以较高精度接近原函数。1987年, H aftka 等[35 ]

引入H erm ite 插值多项式,它通常对内插情况具

有较高精度,而对外插情况精度则不理想。同年,

黄季墀[36 ]利用优化过程中当前点的函数值与梯

度信息和前一点的函数值信息,以改善近似函数

的精度。1990年, Fadel等[37 ]做了类似的工作。同

年, 黄海[38 ]利用多点的函数值与梯度信息, 建立

了多点近似函数。1991年,汪丽萍[39 ]建立了基于

多元样条函数的近似式。

利用多点信息建立的近似函数,与基于泰勒

展开近似式相比,对改善复杂优化问题迭代过程

的收敛性更为有效。显然,若多点近似函数接近原

函数的变量区间越宽、精度越高,则收敛性越好。

3　求解策略

求解策略对复杂优化问题的解算过程与计算

效率具有重要作用。所谓复杂优化问题,是指具有

多变量、多约束、高次非线性隐函数的优化问题,

求解策略与所采取的优化问题数学列式与优化算

法有密切关系。

由 Schm it 等人[19 ]提出的常规的近似概念法

是一种求解策略,并已普遍为人们接受。它与优化

问题的基本列式 (BFO P)和对偶列式 (D FO P )结

合[20, 22 ] ,已有效地应用于一些结构优化问题的求

解,特别是后者,其效果更为显著。但是,二者的寻

优过程仍然是在多维空间进行。另外,按常规的近

似概念,不便采用高精度的复杂非线性近似函数,

如多点近似函数。因其相应的近似问题仍然复杂,

特别是对偶近似问题,此时难以建立变量 x 与对

偶变量 Κ之间的显式函数关系,从而无法按对偶

方法求解。也就是说,在应用常规近似概念的情况

下,一般只能采用精度较低、变量可分离的近似函

数,形成保真度较低的近似问题序列,因而导致收

敛较慢,精确有限分析次数增多。

1990 年,文献[ 40 ]提出二级近似概念求解策

略,它首先有效地解决了组合梁结构的优化问题,

其后[41 ]推广于求解一般复杂优化问题,基本思想

是: 第 1级近似的目的是通过建立精度尽可能高

的非线性显式近似函数,将原问题转化为具有高

保真度的显式近似问题序列。显然,若该显式近似

问题可解,则保真度越高,收敛越快,所需精确有

限元分析次数就越少,这正是所要求的。但这样的

第 1 级近似问题一般不便应用高效率的算法求

解。为此建立第 2级近似问题序列,以求得第 1级

近似问题的解。构造第 2级近似问题时,不追求高

保真度,但要便于解算,这是因为其原问题是显式

的,无需耗时的有限元分析,即使求解过程收敛较

慢,但计算量有限。这种 2级近似概念求解策略,

除优化问题外,对于其它数值非线性问题亦有应

用前景。

4　结　论

以上介绍与讨论了数值优化方法的若干重要

问题及其发展历程。经过众多学者长期努力与探

索,现在方便且有效地求解复杂数值优化问题并

应用于工程实际已成为可能,就像有限元素法的

情况那样。值得指出,综合运用优化问题对偶列式

D FO P2V 2、高精度多点近似函数与 2 级近似概

念,可以直接给出优化解的迭代算式[42 ]。它是显

式的,十分便于计算,且有通用性,适合于大型复

杂优化问题的求解。所以一旦某一形式的高精度

多点近似函数给定,则根据相应的优化解迭代算

式编制的计算程序,就可以当成“黑匣子”对待,它

可以方便地与现有市场上的分析软件结合使用。

这对于将优化方法推广应用于工程问题、为广大
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工程技术人员接受,具有重要意义。
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