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摘要：本文首先定义了Ｓ上的ＬＵ关系，借助正规带和通过对ＣＬＵ富足半群的刻划，最终得到了ＰＩ强ＬＵ富足半群的一

个结构定理。
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１　引言与预备知识

令Ｓ是以Ｅ（Ｓ）的某个子集Ｕ为投射集的半群，即ＵＥ（Ｓ），ａ∈Ｓ，记ａ的幂等元集为Ｕａ＝｛ｕ∈Ｕ｜ｕａ

＝ａｕ＝ａ｝。

定义Ｓ上的ＬＵ关系为：

ＬＵ＝｛（ａ，ｂ）∈Ｓ×Ｓ｜（ｕ，ｖ∈Ｕ１）ａｕ＝ａｖｂｕ＝ｂｖ｝，

用ＬＵａ表示Ｓ中包含ａ所在的Ｌ
Ｕ类。

定义１．１　半群Ｓ称为ＬＵ富足半群，若ａ∈Ｓ，ＬＵ∩Ｕ≠；若Ｕ为中心，则称Ｓ为ＣＬＵ富足半群。

以下说Ｓ是ＬＵ富足半群意指ＵＥ（Ｓ），使Ｓ是ＬＵ富足半群。

定义１．２　半群Ｓ称为强ＬＵ富足半群，如果Ｓ为ＬＵ富足半群，且ａ∈Ｓ，｜ＬＵａ∩Ｕａ｜＝１；此唯一元记为

ａＵ。

定义１．３［１］　令Ｍ，Ｔ是半群，且Ｈ是Ｍ，Ｔ的公共同态像，如果Ｓ＝｛（ａ，ｂ）∈Ｍ×Ｔ｜ａφ＝ｂψ｝，其中φ：Ｍ
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→Ｈ和ψ：Ｔ→Ｈ是半群满同态，则称Ｓ是半群Ｍ和Ｔ关于Ｈ，φ，ψ的织积，记作Ｓ＝Ｍ×（Ｈ，φ，ψ）Ｔ。

定义１．４［２］　令Ｓ为半群，称Ｓ满足置换恒等条件，如果有文字集｛１，２…ｎ｝（ｎ≥２）上的非恒等置换 σ，

使满足恒等式：

ｘ１ｘ２…ｘｎ＝ｘ１σｘ２σ…ｘｎσ
定义１．５　称Ｓ为ＰＩ－强ＬＵ富足半群，若Ｓ为满足置换恒等条件的强ＬＵ富足半群。
引理１．６　若Ｓ为强ＬＵ富足半群，则对任意的ｕ，ｖ∈Ｕ，ｕＬＵｖ当且仅当ｕＬＵｖ。
证明　若ｕＬＵｖ，则ｕｖ＝ｕ，ｖｕ＝ｖ，对任意ｇ，ｈ∈Ｕ，若ｕｇ＝ｕｈ可得 ｖｕｇ＝ｖｕｈ即 ｖｇ＝ｖｈ，反之也成立。另

一方面，若ｕＬＵｖ，则由Ｓ为强ＬＵ富足半群，可得ｕｖ＝ｕ，ｖｕ＝ｖ，即ｕＬＵｖ。
引理１．７［３］　带Ｂ是一个满足置换恒等条件的带Ｂ为正规带。
引理１．８［４］　如果Ｓ是一个含幂等元且满足置换恒等条件的半群，则Ｅ（Ｓ）是正规带。

推论１．９　如果令Ｓ是一个ＰＩ强ＬＵ富足半群，则Ｕ是一个正规带。

证明　由定义１．５和引理１．７，１．８即得。

未说明的其他概念和术语见文献［５－６］

２　ＰＩ强ＬＵ富足半群的结构

以下均假设ＬＵ为同余。
引理２．１　令Ｓ为ＣＬＵ富足半群当且仅当Ｓ＝［Ｙ；Ｓα；Φα，β］，其中Ｓα为幺半群。

证明　必要性：设Ｓ为ＣＬＵ富足半群，若 ａＬＵｂＬＵｕ，则由ＬＵ为同余，可得 ａｂＬＵｕｂ＝ｂｕＬＵｕ，故ＬＵｕ
为Ｓ的一个幺子半群。所以Ｓ＝∪ｕ∈ＵＬ

Ｕ
ｕ。对于ｕ，ｖ∈Ｕ，ｕ≥ｖ，作映射

Φｕ，ｖ：Ｌ
Ｕ
ｕ→Ｌ

Ｕ
ｖ，ａ→ａｖ（ａ∈Ｌ

Ｕ
ｕ），

易知Φｕ，ｖ是从Ｌ
Ｕ
ｕ到Ｌ

Ｕ
ｖ的同态，且是良定义的，Φｕ，ｖ是Ｌ

Ｕ
ｕ的自同态。若ｕ≥ｖ≥ｗ，ａ∈Ｌ

Ｕ
ｕ，则

ａΦｕ，ｖΦｖ，ｗ＝ａｖΦｖ，ｗ＝ａｖｗ＝ａｗ＝ａΦｕ，ｗ，

所以Φｕ，ｖΦｖ，ｗ＝Φｕ，ｗ，又对任意的ａ∈Ｌ
Ｕ
ｕ，ｂ∈Ｌ

Ｕ
ｖ，

ａｂ＝ａｕｂｖ＝ａｂｕｖ＝ａｕｖｂｕｖ＝ａ（Φｕ，ｕｖ）ｂ（Φｖ，ｕｖ），

所以Φｕ，ｖ是Ｓ上的结构同构，Ｓ＝［Ｕ；Ｌ
Ｕ
ｕ；Φｕ，ｖ］。

充分性：令Ｓ＝［Ｙ；Ｓα；ψαβ］，其中 Ｓα是幺半群，１α为 Ｓα中的单位元，令 Ｕ＝｛１α｜α∈Ｙ｝。对于 ａ∈Ｓα，
１β∈Ｓβ，１γ∈Ｓγ，

ａ１β＝ａ１γα１β＝α１γｂ，１α１β＝１α１γ，

所以ａＬＵ１α故Ｓ为一个Ｌ
Ｕ富足半群。对任意的ａ∈Ｓα，１γ∈Ｓγ，则

ａ１γ＝ａψα，αγ１γψγ，αγ＝１γψγ，αγａψα，αγ＝１γａ，

所以Ｓ为ＣＬＵ富足半群。

引理２．２　令Ｓ是一个ＰＩ强ＬＵ富足半群，则ａ，ｂ∈Ｓ，有（ａｂ）Ｕ＝ａＵｂＵ。

证明　设ａ，ｂ∈Ｓ，令κ＝ｍｉｎ｛ｉ｜ｉσ≠ｉ；１≤ｉ≤ｎ｝，ｍ＝κσ，则κσ＞κ，根据

ａｂ＝ａａＵｂＵｂｂＵ＝ａ（ａＵ）κ－１ａＵ（ｂＵ）ｍ－κ－１ｂ（ｂＵ）ｎ－ｍ＝ａ（ａＵ）κ－１ｂｂＵａＵｂＵ＝ａｂａＵｂＵ

及其对偶形式有ａＵｂＵａｂ＝ａｂ，由于ＬＵ为同余，有ａＬＵａＵ，ｂＬＵｂＵ可得ａｂＬＵａＵｂＵ，又Ｓ是一个强ＬＵ富足半

群，所以（ａｂ）Ｕ＝ａＵｂＵ。
引理２．３　令Ｓ是一个ＰＩ强ＬＵ富足半群，ｕ∈Ｕ，令Ｓｕ＝｛ａ∈Ｓ｜ａＵ＝ｕ｝，则Ｓｕ是一个交换幺半群。

证明　ａ，ｂ∈Ｓｕ，由引理２．２，知（ａｂ）
Ｕ＝ａＵｂＵ即 ａｂ∈Ｓｕ，故 Ｓｕ是 Ｓ的一个子半群，且 ｕ是 Ｓｕ的单位

元。所以Ｓｕ是Ｓ的幺半群，又因Ｓ是ＰＩ强Ｌ
Ｕ富足半群，由恒等置换条件易知Ｓｕ可交换。

定理２．４　令 Ｓ是一个 ＰＩ强ＬＵ富足半群，Ｕ＝［Ｙ；Ｕα；φα，β］，对任意的 α∈Ｙ，取 ｕα∈Ｕα；则集合

２
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Ｔ＝∪α∈ＹＳｕα关于二元运算

（ｘ∈Ｓｕα，ｙ∈Ｓｕβ）ｘ·ｙ＝ｕαβｘｙｕαβ
形成一个交换ＣＬＵ富足半群Ｔ＝［Ｙ；Ｓｕα；ψα，β］。

证明　若Ｓ是一个ＰＩ强ＬＵ富足半群，由推论１．９知Ｕ是正规带。设ｘ∈Ｓｕα，ｙ∈Ｓｕβ，ｚ∈Ｓｕγ，

（ｕαβｘｙｕαβ）
Ｕ＝ｕαβｘ

ＵｙＵｕαβ＝ｕαβ，

从而ｘ·ｙ∈Ｓｕαβ且

（ｘ·ｙ）·ｚ＝ｕαβγｕαβｘｙｕαβｚｕαβγ＝ｕαβγｕαβｘｙ（ｘｙ）
Ｕｕαβｚ

Ｕｚｕαβγ
＝ｕαβγｕαβｘｙ（ｘｙ）

Ｕ（ｚ）Ｕｚｕαβγ＝ｕαβγｕαβ（ｘｙｚ）
Ｕｘｙｚｕαβγ

＝ｕαβγｕαβｘｙｚｕαβγ＝ｕαβγｘｙｚｕαβγ。

同理可证ｘ·（ｙ·ｚ）＝ｕαβγｘｙｚｕαβγ，故Ｔ关于上述乘法形成一个半群。故Ｓ＝［Ｙ；Ｓｕα］。

对于α≥β，作ψα，β：Ｓｕα→Ｓｕβ，ａ→ｕβａｕβ。若ａ∈Ｓｕα，则ａ
Ｕ＝ｕα，据引理２．２知

（ｕβａｕβ）
Ｕ＝（ｕβ）

ＵａＵ（ｕβ）
Ｕ＝ｕβａ

Ｕｕβ＝ｕβｕαｕβ＝ｕβ，

从而ψα，β是良定义的，若ａ∈Ｓｕα，ｂ∈Ｓｕβ，则

（ａ·ｂ）ψα，β＝ｕβａｂｕβ＝ｕβａ（ｂｕβ）
Ｕｂｕβ，

＝ｕβａｕαｕβｂｕβ＝ｕβａｕβｕβｕβｂｕβ
＝ａψα，β·ｂψα，β。

所以ψα，β是一个同态。若ａ∈Ｓｕα，则ａψα，α＝ｕαａｕα＝ａ，所以ψα，α为Ｓｕα上的自同态。又若ａ∈Ｓｕα，α≥β≥γ，则

ａψα，βψβ，γ＝（ｕβａｕβ）ψβ，γ＝ｕγｕβａｕβｕγ
＝ｕγｕγｕβｕαａｕαｕβｕγｕγ
＝ｕγｕβｕγａｕγｕβｕγ
＝ａψα，γ，

即对于α≥β≥γ有ψα，βψβ，γ＝ψα，γ。若ａ∈Ｓｕα，ｂ∈Ｓｕβ，则

ａψα，αβ·ｂψβ，αβ＝ｕαβａｕαβ·ｕαβｂｕαβ＝ｕαβａｕαβｂｕαβ＝ｕαβａ（ｕαβａ）
Ｕｕαβｂｕαβ

＝ｕαβａｕαβｕαｕαβｕβｂｕαβ＝ｕαβａｕαβｕαｕβｂｕαβ＝ｕαβａｕαβｕαｂｕαβ
＝ｕαβａ（ｕαβａ）

ｕｂｕαβ＝ｕαβａｂｕαβ＝ａ·ｂ，

故Ｔ＝［Ｙ；Ｓｕα；ψα，β］。对于任意ａ∈Ｓｕα，ｂ∈Ｓｕβ，据引理２．３，

ａ·ｂ＝ａψα，αβ·ｂψβ，αβ＝ｕαβａｕαβｕαβｂｕαβ
＝ｕαβｂｕαβｕαβａｕαβ＝ｂψβ，αβ·ａψα，αβ
＝ｂ·ａ，

由引理２．１知Ｔ是ＣＬＵ′富足半群，又易知Ｔ是交换的，故Ｔ可形成一个交换ＣＬＵ′富足半群。

定理２．５　半群Ｓ是一个ＰＩ强ＬＵ富足半群Ｓ是某正规带Ｂ＝［Ｙ；Ｕα；ψα，β］和一个交换ＣＬ
Ｕ富足半

群Ｔ＝［Ｙ；Ｔα；ψα，β］关于半格Ｙ的织积Ｂ×ＹＴ。

证明　必要性：设 Ｓ是一个 ＰＩ强ＬＵ富足半群，令 Ｂ＝Ｕ＝［Ｙ；Ｕα；ψα，β］，Ｔ＝［Ｙ；Ｓｕα；ψα，β］为构造定理

２．４中的交换ＣＬＵ富足半群，其中Ｕ′＝｛ｕα｜α∈Ｙ｝。定义：

η：Ｓ→Ｂ×ＹＴ，ａ→（ａ
Ｕ，ｕαａｕα）（ａ

Ｕ∈Ｕα），

则显然η是良定义的。如果ａ，ｂ∈Ｓ使ａη＝ｂη，则α∈Ｙ，ａＵ，ｂＵ∈Ｕα，有

ａ＝ａＵｕαａ
ＵａａＵｕαａ

Ｕ＝ａＵｕαａｕαａ
Ｕ＝ｂｕｕαｂｕαｂ

Ｕ＝ｂＵｕαｂ
ＵｂｂＵｕαｂ

Ｕ＝ｂ

故η为单射。对任意的（ｕ，ｘ）∈Ｂ×ＹＴ，ｕ∈Ｕα，有

（ｕｘｕ）η＝（（ｕｘｕ）Ｕ，ｕαｕｘｕｕα）＝（ｕｘ
Ｕｕ，ｕαｕｕαｘｕαｕｕα）＝（ｕ，ｘ）。

３
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故η为满射。此外对任意的ａ，ｂ∈Ｓ，ａＵ∈Ｕα，ｂ
Ｕ∈Ｕβ，

（ａｂ）η＝（（ａｂ）Ｕ，ｕαβａｂｕαβ）＝（ａ
ＵｂＵ，ｕαβｕα（ａｂ）

Ｕａｂ（ａｂ）Ｕｕβｕαβ）

＝（ａＵｂＵ，ｕαβｕαａｂｕβｕαβ）＝（ａ
ＵｂＵ，ｕαβｕαａａ

Ｕｕαｕβｂ
Ｕｂｕβｕαβ）

＝（ａＵｂＵ，ｕαβｕαａｕαｕβｂｕβｕαβ）＝（ａ
ＵｂＵ，ｕαａｕα·ｕβｂｕβ）

＝（ａＵ，ｕαａｕα）（ｂ
Ｕ，ｕβｂｕβ）＝ａη·ｂη

故η为同构。

充分性：设Ｓ＝Ｂ×ＹＴ，其中Ｂ＝［Ｙ：Ｂα；φα，β］为一个正规带，Ｔ＝［Ｙ；Ｔα；φα，β］为一个交换 ＣＬ
Ｕ富足半

群，Ｔα为幺半群。由正规带的定义可知 Ｓ满足置换恒等：ｘ１ｘ２ｘ３ｘ４＝ｘ１ｘ３ｘ２ｘ４。下证 Ｓ是强Ｌ
Ｕ富足半群，其

中Ｕ＝｛Ｂα×｛１Ｔα｝｜α∈Ｙ｝。设（ｕ，ｔ）∈Ｓ为Ｂα×Ｔα的任意元，若（ｖ，１Ｔβ）∈Ｂβ×｛１Ｔβ｝，（ｇ，１Ｔγ）∈Ｂγ×｛１Ｔγ｝

则

　　　　　　　　　　（ｕ，ｔ）（ｖ，１Ｔβ）＝（ｕ，ｔ）（ｇ，１Ｔγ）

ｕｖ＝ｕｇ，ｔ１Ｔβ＝ｔ１Ｔγ，αβ＝αγ

ｕｖ＝ｕｇ，１Ｔα１Ｔβ＝１Ｔα１Ｔγ
（ｕ，１Ｔα）（ｖ，１Ｔβ）＝（ｕ，１Ｔα）（ｇ，１Ｔγ）。

因此（ｕ，ｔ）ＬＵ（ｕ，１Ｔα）。显然（ｕ，１Ｔα）（ｕ，ｔ）＝（ｕ，ｔ）。若有（ｖ，１Ｔδ）Ｌ
Ｕ（ｈ，１Ｔδ），（ｈ，１Ｔδ）（ｕ，ｔ）＝（ｕ，ｔ）则

（ｈ，１Ｔδ）（ｕ，ｔ）＝（ｕ，ｔ）（ｈ，１Ｔδ）＝（ｕ，ｔ），

从而由ｕｈ＝ｈｕ＝ｕ，（ｕ，１Ｔα）Ｌ
Ｕ（ｇ，１Ｔδ）知

（ｈ，１Ｔδ）（ｕ，１Ｔδ）＝（ｈ，１Ｔδ），

得ｈｕ＝ｈ从而有ｕ＝ｈ，故α＝δ，１Ｔα＝１Ｔδ，因此（ｈ，１Ｔδ）＝（ｕ，１Ｔα）。综上可知Ｓ是一个ＰＩ强Ｌ
Ｕ富足半群。
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