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具有指定闭环极点的最优控制系统鲁棒稳定摄动界
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ROBUST STABLE PERTURBATION BOUNDS OF OPTIMAL CONTROL

SYSTEMS WITH DESIRED CLOSED LOOP POLES
YUAN T ing-qi, HU Jun-ling, ZHANG San-bao, LIU Wen-jiang

(Depar tment of Automatic Control, Xi′an Jiaotong Univer sity, Xi′an 710049, China )

摘　要: 对线性二次最优控制系统,给出了选择适当加权矩阵从而保证系统具有希望闭环极点的方法。加权

矩阵可以通过与期望极点有关的变换阵来调节,使得系统具有希望的动态品质。针对这种闭环系统存在不确

定扰动时, 得出了保证系统稳定的不确定摄动界。
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Abstr act: For the linear -quadra tic(LQ) optimal control system, a method is proposed to choose t he suit able

weighting matr ices which make the syst em have desired closed loop poles. T he weighting matr ices can be reg-

ulated by tr ansformation matr ices which ar e r elat ed t o the desir ed syst em poles. So the LQ system acquires

the desired dynamic quality. T hese designs a re based on t he system normal model. When pert urbations oc-

cur , the stabilit y and desir ed performance of the system a re affected sever ely. So it is very import ant to ob-

tain the allowable stable per turbation bounds for analysis and design of the syst em. In this paper , a robust-

ness measure bound is int roduced for the stat e-feedback system, and the st able bounds of t he closed loop sys-

tem in the presence of per turbat ions a re der ived. T he stable bounds ar e obtained for allowable nonlinear time-

varying pert urbation. In particular , for linear per turbations the st able bounds ar e also derived. A numerical

example is finally included t o demonstra te the proposed procedure.
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　　在实际控制系统中, 由于对系统的信息了解

不全面和外部的各种不确定扰动, 同时为了控制

的需要将复杂的系统降价和线性化, 系统模型与

实际过程之间总存在一定的差距。因此,不确定系

统控制的鲁棒性问题一直是控制理论和应用领域

关注的焦点
[ 1～3]
。

线性二次型最优控制系统具有许多优良的特

性,其性能与加权阵的选取有关[ 4～6] ,适当选取加

权矩阵,可保证系统具有希望的闭环动态特性或

希望的极点, 从而使系统拥有人们希望的性能。因

而线性二次型最优控制在实际系统中得到广泛应

用。但是当实际系统存在有界非微不确定时,基于

线性模型的系统控制器不能满足实际系统性能的

要求,甚至失去稳定性。对此,围绕以下两个方向

进行了广泛深入的讨论:其一是如何求得保证系

统稳定的控制器, 使系统满足一定的性能[ 3] ;其二

是对满足一定特性的反馈控制系统如何求得所允

许的不确定最大摄动界[ 1, 2]。本文针对后者进行讨

论,首先给出了具有极点配置特性的最优控制系

统加权阵的选取和反馈控制阵的确定,对这一满

足闭环动态特性的最优控制系统, 当存在不确定

摄动时,给出了保证系统渐近稳定的不确定最大

摄动界。

1　指定极点的 LQ反馈控制

对于线性、定常可控系统

Xa= AX + BU ( 1)

　　选择正定加权阵 Q和 R, 取 U= KX 则满足

minJ =∫
∞

0

(XTQX + UTRU) dt ( 2)

其中:K= - R
- 1
B
T
P; P 为如下 RICCAT I 方程的

对称正定解

PA+ ATP - PBR- 1BTP + Q= 0 ( 3)
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　　定理 1: 对于给定的闭环极点 s1 , s2, …, sn, 记

+ = diag( s1 s2… sn) , , 如果存在正定对称阵 G 和

非奇异变换阵 H ,使

V= H+H - 1 ( 4)

满足 AG - GV= BR
- 1
R
T

( 5)

取 Q = - (A
T
+ V)G

- 1
( 6)

为对称正定矩阵, 则当反馈矩阵

K = - R- 1BTG- 1 ( 7)

可使LQ 系统具有希望的闭环极点。

证明　将式( 6)代入式( 3)得

PA + ATP - PBR- 1BTP - (AT + V)G- 1 = 0

令 P= G
- 1
则上式等号左边为

G- 1A + ATG- 1 - G- 1BR- 1BTG- 1 -

(A
T
+ V)G

- 1
= [G

- 1
AG+ A

T
- G

- 1
BR

- 1
B
T
-

(A
T
+ V) ]G

- 1
= G

- 1
(AG - BR

- 1
B
T
- GV)G

- 1

由条件式( 5)知,上式为零。有 P= G- 1为式( 3)的

解。

当 K= - R- 1BTG- 1时,闭环系统可表示为

Xa= (A + BK)X

A + BK = A - BR- 1BTG- 1

由条件式( 5)可得, A+ BK= GVG
- 1
则 A+ BK 与

V相似, 又由式( 4)知 V 与 + 相似,所以 A+ BK

与 + 有相同的特征值。证毕。

由定理 1知, 当 Q按式( 6)选取时, 由式( 5)

可得出其对称性,通过适当选择变换阵 H 可保证

其正定性。这样最优控制系统具有希望的闭环极

点,此时反馈矩阵为式( 7)。

2　不确定扰动系统的稳定摄动界

当系统存在不确定扰动时, 引入帕特( PA-

TEL)鲁棒性指数[ 1]

L=
1

2‖T - 1‖S‖P 0‖S
=

Kmin(T)
2Kmax(P0)

对线性 LQ 系统式( 1)～式( 3) ,

P 0≡P

T≡2Q + ATP + PA

其中:‖Y‖S 定义为矩阵 Y的谱范数。

定理 2　对不确定扰动系统

Xa= AX + BU + #(X, U) ( 8)

取

P 0 = G- 1

T = - [G- 1A + ATG- 1] + 2G- 1BR- 1BTG- 1

( 9)

非线性矢量函数满足条件

‖#( x, u)‖E

‖[x, u]‖E
≤ L =

1
2‖T- 1‖S‖P 0‖S

=

Kmin(T)
2Kmax(P 0)

( 10)

则闭环系统 Xa= (A+ BK)X+ #(X, U)是渐进稳

定的。其中 K由式( 7)确定且

‖X‖E = ∑
n

i= 1
x 2

i

证明: 闭环系统渐进稳定的充分条件是当 Lya-

punov函数 V(x) > 0时, 满足 V
·

(x)≤0,这里只有

当 x= 0时,等号成立。令 V(x) = xTG- 1x,则有

V
õ

(x) = xaTG- 1x + xTG- 1xa=

　　x
T
(A

T
- G

- 1
BR

- 1
B
T
)G

- 1
x +

x
T
G
- 1
(A - BR

- 1
B
T
G
- 1
)x + 2#

T
(x)G

- 1
x =

xT(ATG- 1 + G- 1A - 2G- 1BR- 1BTG- 1)x +

2#T (x) G- 1x

由式( 9) ,则

V
õ

(x) = - xTTx + 2#T (x)P0x ( 11)

因为

#T(x)P 0x≤‖#(x)‖E‖P 0x‖E ≤

‖#(x)‖E‖P 0‖S‖x‖E

　　由条件式( 10) ,有

#
T
(x)P0x ≤

Kmin(T)
2Kmax(P 0) Kmax(P

0)‖x‖
2
E =

1
2
Kmin(T)‖x‖2

E

因而式( 11)为

V
õ

( x) = - x
T
Tx + 2#

T
(x)P 0x≤- x

T
Tx +

2×
1
2 Kmin(T)‖x‖

2
E =

- xT [T - Kmin(T) ]x

对任意 X,满足 V
·

(x)≤0,故闭环系统稳定。

当不确定扰动为线性扰动时

#[X( t ) , U( t ) ] = $AX( t ) + $BU( t)

其中: $A和 $B为 n×n及 n×r 常数矩阵。

当 U= KX 时, #[X( t ) ] = ($A+ $BK) X( t ) ,

方程式( 8)变为

Xa= [ (A + $A) + (B + $B)K]X ( 12)

　　推论 1　 如果摄动 $A和 $B满足条件

‖$A‖E + ‖$B‖E‖K‖S≤ L =

1
2‖T - 1‖S‖P 0‖S

则闭环系统式( 12)稳定。

推论 2　假设 $A 和 $B 的元素满足:

û$Ai, jû≤e$A, û$Bi, jû≤e$B　( i= 1, 2…, n; j = 1,
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2…, r )

则有‖$A‖E≤ne$A, ‖$B‖E≤ nr e$B。

若满足条件

e$A + r / n‖K‖Se$B≤ L/ n

　　则闭环系统式( 12)稳定。

以上讨论了具有指定闭环极点的最优控制系

统,当存在不确定扰动时,系统能保持稳定的最大

不确定摄动界。定理 2给出的结论满足非线性摄

动的情况。

3　实例分析[ 2]

考虑线性开环系统

Xa= AX + BU, X( 0) = X0

A =
1 0

- 1 - 2
, B =

1 0

0 1

　　取 R= I ,期望的闭环极点 s1= - 7, s2= - 4,

可求得非奇异变换阵 H

H =
1 1

0 3

则 V = H+H
- 1
=

- 7 1

0 - 4

　　解方程( 5)可得正定对称阵 G

G =
0. 125 0. 025

0. 025 0. 525

则 P 0 = G- 1 =
8. 0769 - 0. 3846

- 0. 3846 1. 9231

K1, 2(P0) = 8. 1009, 1. 8991

　　求得的反馈阵为

K = - R
- 1
B
T
G
- 1
=

- 8. 0769 0. 3846

0. 3846 - 1. 9231

‖K‖S = 8. 1009

由式( 9)可得 T阵为

T =
113. 8462 - 6. 1538

- 6. 1538 15. 3846

K1, 2(T0) = 114. 2293, 15. 0015

L =
1

2‖T- 1‖S‖P0‖S
=

Kmin(T)
2Kmax(P 0)

=

15. 0015
2× 8. 1009

= 0. 9259

　　则得到闭环系统的稳定摄动界为

‖$A‖E + 8. 101‖$B‖E ≤ 0. 9259

且有

e$A + 8. 101e$B≤
L
2
= 0. 463
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