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数值网格生成技术中方程非线性系数对网格
正交性和疏密分布的影响
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摘　要: 对椭圆型方程中非线性系数对网格正交性和空间分布的影响进行了理论分析和数值验证。结果表

明:方程中混合偏导数项系数具有控制网格正交性的作用; 其它两个二次偏导数项系数具有调节网格空间分

布的作用, 且其调节的强弱和作用与其比值有直接关系。利用方程系数的这些特性, 提出一种 Numman 边界

条件的给定方法, 较好地实现了网格正交和疏密分布的有效控制。
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Abstr act: The numer ical gr id generation t echniques using PDE are widely used pra ct ically and studied

frequent ly. In this paper the non- linear factor s in the elliptic equations for grid generation ar e studied in

det ails. The t heoretical and numerica l result s show t hat t he factors have st rong influences on the gr id spacing

and ort hogonality. The factor of the mixed par tia l derivative term cont rols the gr id or thogonality. The ot her

two factor s of second order partial derivative terms control t he grid spacing. The str engt h and function of

spacing controlling ar e directly connected with the r atio of t he fact or s. Based on t he above charact erist ics of

the factors with a Numman boundary condit ion, the or thogonality and spacing distr ibut ion of gr id can be well

controlled. T hese r esults have a lso a significant impact for both the parabolic and hyperbolic equat ions.
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　　数值网格生成技术迄今仍是 CFD领域中前

处理的关键,国外一些著名的 CFD 商用软件包,

如 PHOENIX, EURANUS, COSMOS/M 和

FLOW-3D 等都将网格生成作为其主要的前处理

模块。曲线坐标生成技术极大地提高了有限差分

方法求解方程的功能和多面性,它使得有限差分

方法可以和有限元方法在应用于任意边界形状和

易于集中网格节点方面相媲美[ 1]。求解偏微分方

程的曲线贴体网格生成已成为目前主要的网格生

成技术, 并仍在研究和发展之中。本文以椭圆型

方程为基础, 对该方程中非线性系数的特性进行

了理论分析, 并结合数值计算得出了其对生成网

格空间分布和正交性的影响,较好地实现了对任

意复杂边界生成网格的正交性与疏密分布的控制

调整。

1　网格生成控制方程及理论分析

TTM 方法生成贴体曲线网格计算域内的控

制方程组(偏微分方程组)为[ 2]

AxNN- 2Bx NG+ CxGG= - J 2(xNP + x GQ)

AyNN - 2ByNG+ CyGG= - J
2
(yNP + yGQ)

( 1)

式中: a= x2
G+ y2

G; B= x NyN+ xGyG; C= x2
N+ y2

N。

方程组( 1)以张量可表示为下面的统一形式

ûrGû
2
rNN- 2( rGr N) r NG+ ûr Nû

2
r GG=

- ( ûrGû2rNP + ûrNû2rGQ) ( 2)

式中: r G为等 N线的切向矢量; r N为等 G线的切向

矢量。比较方程组( 1)和方程( 2)可知

A= ûrGû
2
, C= ûrNû

2
, B= r GrN

显然由矢量定义可知 A, B, C的几何意义: A

为等 N线切向矢量的长度; C为等 G线切向矢

量的长度; B为等 N, G线切向矢量夹角的余弦值。

这也可以从物理平面的网格示意图(图 1)得到验

证。
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图 1　A, B, C的几何意义

令 $N= $G= 1, 将方程组( 1)中 A, B, C的表

达式写成差分形式

A= x
2
G+ y

2
G= (xN - xS)

2
+ (yN - yS)

2

C= x2
N+ y2

N= (xE - x W) 2 + (yE - yW) 2

B = x NxG+ yNyG= (xE - xW) (xN - xS) +

(yE - yW) (yN - yS)

由上面的差分形式并结合图 1可以发现

A = ûNSû, C = ûWE û,
B

AC
= cosH

其中:H为ûWEû和ûNSû的夹角。

至此可知, 当等 G, N线正交时 B= 0。因此在

调整网格正交性时, 可以将 B= 0视为网格正交

的条件。通过在控制方程中于区域的边界使 B= 0

可以达到控制全场网格正交性的目的。实际上这

是利用了 B 几何意义对椭圆型方程 给定

Numman 边界条件的求解方法,显然其解是适定

的
[ 3]
。从以上分析还可知系数A, C可用来控制等G

和 N网格线的空间分布, 即通过适当给定 A和 C

的取值(比值)来达到网格空间密度分布的控制。

2　网格疏密及正交控制的数值实现

一般地, 常规网格疏密控制是通过给定控制

方程中源项 P , Q 表达式中的密集强度因子和衰

减因子来实现网格疏密的控制。但是这种空间疏

密分布调整存在许多不足
[ 4]
。本文则采用了完全

不用源项的给定来调节网格疏密的方法,由于这

是一种 Laplace方程的求解方法,故而求解方便、

收敛速度快。用此方法结合本文提出的正交性控

制较好地实现了网格正交性及空间疏密分布的控

制。

2. 1　方程离散及迭代格式

在计算平面内,令 $N= $G= 1, 将方程组( 1)

离散为差分形式(五点差分格式) , 并整理后得到

其点迭代形式

x
n+ 1
C = [ A(x W + xE ) + C(xN + xS) - 2Bx NG+

　　　J 2(xNP + xGQ] n [ 2(A+ C) ]

y
n+ 1
C = [A(yW + yE ) + C(yN + yS) - 2ByNG+

　　　J
2
(yNP + yGQ]

n
[ 2(A+ C) ]

( 3)

式中: n+ 1为本次迭代次数; n为上次迭代次

数; 下标W, E , N , S 如图 1所示。

2. 2　网格正交的实现及边界条件处理

由上可知 B= 0 为网格正交的条件, 由于边

界上网格点的分布对内场网格的分布产生强烈的

影响这是由椭圆型方程的性质所决定的,故本文

采用 Numman 边界条件, 来调节边界上点的分

布,使近边界区域的网格分布满足正交条件,进而

传播影响到内场,从而得到在全场均有较好正交

性的网格分布。如图 2所示, 其在物理平面 ( x,

y)和计算平面(N, G)内的边界条件应相应满足。

图 2　边界条件的给定

( a)物理平面; ( b)计算平面

至此可进行网格生成计算。其计算步骤为:

( 1)　令式( 3)中 P = 0, Q= 0,用其对内场点

进行迭代计算。

( 2)　判断边界上的网格是否正交,若未满足

正交条件,则对边界上的网格点的分布进行调整,

使其满足正交条件。

2. 3　系数 A, C对网格疏密分布的控制

为了分析方便, 令式( 3)中 B= 0, P = 0, Q=
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0, 则有

xn+ 1
C = [A(xW + xE) + C(xN + xS) ] n

　　　[ 2(A+ C) ]

yn+ 1
C = [A(yW + yE ) + C(yN + yS) ] n

　　　[ 2(A+ C) ]

( 4)

又 A= ûNSû, C = ûWE û,则 C点的坐标值

由W , E , N , S 4点的坐标值分别通过 A, C加权

平均得到,即点 C位置与系数 A, C的取值有直接

关系。

( 1)　当 Am C,式( 4)可简化为

x
n+ 1
C = [A(xW + xE) + C(xN + xS) ]

n

　　　[ 2(A+ C) ] = (xW + xE) / 2

yn+ 1
C = [A(yW + yE ) + C(yN + yS) ] n

　　　[ 2(A+ C) ] = (yW + yE ) / 2

( 5)

即点 Ci 为线段WiE i 的中点。当等 G线为直线时,

该线上的等 N线渐呈等距分布, 如图 3( a )所示;

而当等 G线为曲线时,如图 3( b)所示, 在计算中

存在以 C′替代 C的趋势, 使网格线不断向内收

缩,从而使网格线向内密集。

图 3　网格线分布趋势

( a)直等 G线 ; ( b)曲等 G线

( 2)　当 A< < C,式( 4)变为

xn+ 1
C = [A(xW + xE) + C(xN + xS) ] n

　　　[ 2(A+ C) ] = (xN + xS) / 2

y
n+ 1
C = [A(yW + yE ) + C(yN + yS) ]

n

　　　[ 2(A+ C) ] = (yN + yS) / 2

则其对网格空间分布的影响与 A> > C时相仿, 只

是受其影响的是等 N线,此不赘述。

( 3)　C/A为某一定值时, 则对等 N线和等 G

线均有调节作用。其调节作用的强弱(对等 N线和

等 G线)取决于 C/A比值的大小。

2. 4　网格疏密控制实现

由以上理论分析以及后面计算可知, 单纯调

节 A, C的比例则对点 C的制约太小, 且只能对网

格线沿内法线方向调节,即只有“向心”调节能力,

不具有“离心”调节能力,离实用还有一定距离。此

外 A, C的比例需重复修整, 计算具有一定的盲目

性,所以单纯靠 A, C值的调节很难得到所需的网

格分布。为实现对网格的疏密分布有效的控制, 参

考文献[ 5]本文采用如下方法:

设已有一网格如图 4实线所示,称之为参照

网格,现需要求另一网格,其只在某一网格线上与

参照网格不同, 设该网格线为 j = n, 要求其向网

格线 j= n- 1密集, 如图 4中的虚线所示, 设参照

网格的坐标为(x i, j , y i, j ) , 点( i , n)与点( i , n- 1)间

的距离为 l1 ,点( i , n)与点( i , n+ 1)之间的距离为

l 2,再设所求网格中,点( i , n)与点( i , n- 1)间的距

离为 l′1 ,点( i , n)与点( i, n+ 1)之间的距离为 l′2。

图 4　物理域网格示意图

令: gn- 1 = l′1 / l1 , gn= l′2/ l 2, 则存在下列线性

关系

R i, n - R i, n- 1 = (Ri, n - R i, n- 1) / gn- 1

R i, n+ 1 - R i, n = (Ri, n+ 1 - R i, n) / gn
( 6)

式中: R i, j= x i, j或 yi, j ; R
′
i, j= x

′
i, j或 y

′
i, j。

将式( 6)代入 Laplace 网格生成方程并消除

参照网格中点( i , j )的坐标得差分形式为

　　A(R i- 1, j - 2R i, j + R i+ 1, j ) - B(R i- 1, j- 1 -

R i- 1, j+ 1 + R i+ 1, j + 1 - Ri+ 1, j - 1) / 2 + C[ (R i, j -

R i, j- 1) / gn- 1 + (R i, j+ 1 - Ri, j ) / gn] = 0 ( 7)

　　至此,从方程( 7)出发, 在不同的网格线取不

同的 gn- 1 , gn值,就可以达到控制网格疏密分布

的目的。

2. 5　网格正交及疏密控制实现的二步法

由上述知, 2. 2节和 2. 4节所提方法可分别
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对网格正交性和疏密分别进行控制, 为得到两者

均较满意的网格,本文综合了 2. 2节和 2. 4节所

提方法,称之为二步法:第 1步首先利用 B特性使

所求网格满足正交性条件; 第 2步再以此为初场

来进一步控制网格的疏密分布。由于这 2步均是

求解 Laplace 方程,因而具有求解方便、迭代收敛

速度快的优点。数值结果表明该方法很好地达到

了正交性和疏密性的双重控制。具体步骤如下:

第 1步, 调节边界使 B= 0, 全场 P= 0, Q=

0, 求解方程组( 3) ;

第 2步, 以上述结果为初场, 进一步采用式

( 7)调整网格的疏密分布。

3　计算结果分析

3. 1　二步法网格正交性和疏密分布控制

采用本文所提方法对透平静叶大转角叶栅[ 6]

进行了网格生成计算, 并将其与常规方法

( Laplace 方程)作了比较。图 5( a)为本文二步法

计算结果,结果表明其边界及内场的正交性均很

好,较传统方法有了本质的改进,同时在网格疏密

度方面也得到了较为满意的结果(见图 5( b)～图

5( d) )。

从以上计算结果可见,在本方法中因为网格

的疏密性与正交性密切相关,在调节疏密的同时,

对正交性有所影响。这从图5( b)～图 5( d)可明显

地看出,为达到一定的疏密程度,在正交性方面存

在一定的损失,但仍可达到满意的正交性。

图 5　大转角叶栅网格生成计算结果

( a ) 本文二步法网格分布; ( b) 内边界正交性的比较;

( c) 外边界正交性的比较 ; ( d) 全场等 G线平均角度;

3. 2　系数 A, C对网格疏密分布的影响

以同心双圆弧流道为物理区域进行了网格生

成的数值计算, 图 6为 Laplace方程计算结果, 称

为常规算法。图 7为本文计算结果。从图中可清

楚地看到非线性系数 A, C对生成网格空间分布的

影响:随着 A/ C比值的由大到小, 对等 G线调节力

度不断加大, 由于等 G线为曲线, 其不断向心密

集,直至突破边界的限制进入区域的内部,对曲网

格线有向心调节作用。当C/ A比值不断增大时, 其

对网格的调节作用正好相反, 即对等 N线调节力

度不断加大,因等 N线为直线,它使等 N线趋于等

距分布。图 8则更好地反映了系数 A, C对网格分

布的调节作用, 图中的 $ y= y i+ 1- y i, 为等 N线的

相邻两网格点物理域上的间距。

图 6　常规算法
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图 7　不同 C/ A值的网格分布

( a)C/A= 0. 001; (b) C/ A= 0. 1; ( c)C/A= 100

图 8　等 G线上相邻网格点间距分布

4　结　论

( 1)　方程系数 B具有控制生成网格的正交

性,而系数 A和 C具有调节网格空间分布的作用,

其调节程度的强弱及作用与 A/ C的比值有关。

( 2) 　利用系数 B的几何意义, 通过给定

Numman 边界条件可以实现控制网格正交性的

目的。

( 3)　根据对网格分布的要求,使 C/A的比值

为一变量或函数,可达到按要求调节网格分布的

目的。

( 4)　本文研究内容对于抛物型及双曲型控

制方程的网格生成也具有参考意义。
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