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一类多输入非线性系统的

同时HHH∞∞∞镇定
蔡秀珊 1 高 虹 1 刘 洋 1

摘 要 研究了一类多输入非线性系统同时 H∞ 镇定问题. 提出了可

系统地构造公共二次控制储能函数 (Control storage function, CSF)

的方法. 基于公共二次控制储能函数, 设计了可同时 H∞ 镇定闭环系统
的连续控制律. 通过一个例子说明了本文所提出方法的有效性.
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Simultaneous HHH∞∞∞ Stabilization for
a Class of Multi-input Nonlinear Systems

CAI Xiu-Shan1 GAO Hong1 LIU Yang1

Abstract Simultaneous H∞ stabilization problem for a class

of multi-input nonlinear systems is dealt with in this paper. A

systematic method for constructing common quadratic control

storage functions (CSFs) is developed. Based on a common CSF,

a continuous state feedback law is designed to simultaneously

H∞ stabilize all the closed-loop systems. An example is given

to show the effectiveness of the method.

Key words Nonlinear systems, disturbance rejection, simul-

taneous H∞ stabilization, control storage functions (CSFs)

同时镇定问题通常来源于实践.由于参数的不确定性,变

化及系统的多模式, 一个实际系统可能会有多种模式, 在运

行中常由一种模式向另一种模式切换. Blondel[1] 指出了两

个以上的线性系统的同时镇定问题是困难. Petersen[2] 获得

一类单输入线性系统同时镇定的非线性控制律设计. 对于非

线性系统, 同时镇定一般是困难的, Ho-Mock-Qai 等[3] 建立

了一些相关的结果. Wu[4] 给出一类单输入非线性系统同时

镇定的控制律设计. 我们在文献 [5] 中设计了一个连续状态

反馈控制律, 可使一类带有不确定参数的非线性系统同时镇

定.

同时 H∞ 镇定问题是在同时镇定问题的基础上考虑
H∞ 性能表现, 例如干扰抑制. 因此同时 H∞ 镇定问题一般
来说比不考虑性能表现的同时镇定问题更难. 对于线性系统,

Savkin[6] 给出可通过输出反馈同时 H∞ 镇定的充要条件.

Miller 等[7] 应用线性周期时变控制解决同时 H∞ 镇定问题.

Lee 等[8] 通过链散射框架研究了同时H∞ 镇定问题. 直到现

在,对于同时H∞ 镇定非线性系统少有成果发表. Wu[9] 基于

控制储能函数 (Control storage function, CSF) 的方法, 对

于一类单输入非线性系统设计了可同时 H∞ 镇定闭环系统
的控制律. CSF 的方法来源于控制 Lyapunov 函数 (Control

Lyapunov function, CLF). CLF 的概念是由 Artstein[10] 在
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1983 年引入的, 它将稳定性分析的方法转化为解决镇定的工

具. Sontag[11] 利用 CLF 对仿射非线性系统提出了一个通用

反馈控制律设计方法. CLF 已被广泛运用于各种设计问题

中[4, 9, 12−15]. 在运用 CSF 和 CLF 的过程中, 一个困难是如

何构造它们？理清一类非线性系统相应的 CSF 并能系统地

构造它们将是非常重要的.

本文针对一类具有串接结构的非线性系统, 给出一个二

次函数为此类系统的一个公共 CSF 的充分和必要条件, 以及

相应的公共 CSF 构造的方法. 基于公共的 CSF, 提出了可同

时 H∞ 镇定闭环系统的连续的控制律设计.

1 系统的描述

考虑如下一类多输入非线性系统:

ẋxx = Axxx + B[FFF s(xxx) + Gs(xxx)u + Hs(xxx)www]

yyy = ξξξs(xxx) + ηs(xxx)www

s = 1, 2, · · · , q

(1)

其中, xxx ∈ Rn, uuu ∈ Rm, www ∈ Rν , 和 yyy ∈ Rr 分别是

状态、输入、干扰输入、干扰输出. 记系统 (1) 的第 s 个

可能的模式为系统 Qs. 假定对每一个 s ∈ {1, 2, · · · , q},
FFF s(xxx) = [ fs1(xxx) fs2(xxx) · · · fsl(xxx) ]T 并且 fsi(0) = 0,

i = 1, 2, · · · , l, Gs(xxx) = (gsij(xxx))l×m 具有行满秩, Hs(xxx) =

(hsij(xxx))l×ν , ξξξs(xxx) = [ ξs1(xxx) ξs2(xxx) · · · ξsr(xxx) ]T 并

且 ξsσ(0) = 0, σ = 1, 2, · · · , r, ηs(xxx) = (ηsσj(xxx))r×ν . 函数

fsi(xxx), gsij(xxx), hsij(xxx), ξsσ(xxx) 和 ηsσj(xxx), s = 1, 2, · · · , q; i

= 1, 2, · · · , l; j = 1, 2, · · · , m; σ = 1, 2, · · · , r, 是连续. 假定

A 和 B 取下列 Brounovsky 规范型:

A =




A1 0 · · · 0

0 A2 · · · 0
...

...
. . .

...

0 0 · · · Al




, Ai =




0 1 · · · 0
...

...
. . .

...

0 0 · · · 1

0 0 · · · 0




B =




b1 0 · · · 0

0 b2 · · · 0
...

...
. . .

...

0 0 · · · bl




, bbbi =




0
...

0

1




ri×1

(2)

其中, r1 + · · ·+ rl = n.

本文的目标是构造系统 (1) 的公共 CSF, 并找到一个连

续的状态反馈控制律 uuu 使得它可同时内部镇定系统 (1) (即

ẋxx = {Axxx + B[FFF s(xxx) + Gs(xxx)uuu], s = 1, 2, · · · , q 都渐近稳定);

而且对给定 γ > 0, 闭环系统开始于初始状态 xxx(0) = 000 的输

出对所有 T > 0 和任意www(·) ∈ L2[0, T ], 满足

∫ T

0

yyyT(t)yyy(t)dt ≤ γ2

∫ T

0

wwwT(t)www(t)dt (3)

假定系统 (1) 满足下列假设:

假设 1. 给定 γ > 0, 对所有 s ∈ {1, 2, · · · , q} 及
任意 xxx ∈ Rn, 满足 ηT

s (xxx)ηs(xxx) < γ2I, 和 ξξξT
s (xxx)ξξξs(xxx) +

ξξξT
s (xxx)ηs(xxx)(γ2I − ηT

s (xxx)ηs(xxx))−1ηT
s (xxx)ξξξs(xxx) ≤ xxxTΓxxx, 其中

Γ 是半正定矩阵.

下面的定义是由Wu[9] 给出的.

定义 1. Vs(·) : Rn → R 是一个光滑、径向无界和正定

的函数. 如果对任意 xxx ∈ Rn/{000} 和www ∈ Rν , 有

inf
uuu

{ ∂Vs

∂xxx
(Axxx + B(FFF s(xxx) + Gs(xxx)uuu + Hs(xxx)www)) +

yyyTyyy − γ2wwwTwww
}

< 0 (4)

那么称 Vs 是系统 (1)中的Qs 子系统的控制储能函数 (CSF).

Vs(xxx) 是系统 (1) 中的 Qs 子系统的 CSF 等价于对任意

xxx 6= 000, www ∈ Rν , 有

∂Vs

∂xxx
BGs(xxx) = 0

⇒ ∂Vs

∂xxx
(Axxx + BFFF s(xxx) + BHs(xxx)www) + yyyTyyy − γ2wwwTwww < 0

(5)

定义 2. 称一个子系统 Qs 的 CSFVs(·) : Rn → R 满足

L2–小增益控制性质, 如果对任意 ε > 0 存在 δ1 > 0, δ2 > 0,

当 ‖xxx‖ < δ1 和 ‖www‖ < δ2, 存在控制律 uuu 满足 ‖uuu‖ < ε 且使

得下列不等式成立:

∂Vs

∂xxx
(Axxx + B(FFF s(xxx) + Gs(xxx)uuu + Hs(xxx)www))+

yyyTyyy − γ2wwwTwww < 0 (6)

2 主要结果

首先构造系统 (1) 的公共 CSF, 然后设计一个连续状态

反馈控制律使得闭环系统是内部稳定且满足 L2–增益的要求

(3).

考虑系统 (1). 将 Ai 和 Bi 表成如下分块矩阵的形式:

Ai =

[
Ai−1 AAAi2

0 0

]
, BBBi =

[
0

1

]

且

Ai−1 =




0 1 · · · 0
...

...
. . .

...

0 0 · · · 1

0 0 · · · 0




, AAAi2 =




0
...

0

1




假定 βi1, βi2, · · · , βi,ri−1 是多项式

λi(β) = λri−1 + βi,ri−1λ
ri−2 + · · ·+ βi2λ + βi1 (7)

的系数.

记 Pi =

[
Piri−1 PPP i2

PPP T
i2 pi3

]
, i = 1, 2, · · · , l, 其中 Piri−1

∈ R(ri−1)×(ri−1), PPP i2 ∈ Rri−1, 和 pi3 ∈ R. 若 pi3 6= 0, 令

p−1
i3 PPPT

i2 =
[

βi1 βi2 · · · βi,ri−1

]
.

定义

Λ =


(
Ir1−1 −PPP 12p

−1
13

)

. . . (
Irl−1 −PPP l2p

−1
l3

)




Γ1 = ΛΓΛT
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因为 Γ 是半正定, 因此 Γ1 也是半正定. 假定 λmax(Γ1) 是 Γ1

的最大特征值. 那么

Ai−1 −AAAi2p
−1
i3 PT

i2 = Ciβ =




0 1 · · · 0
...

...
. . .

...

0 0 · · · 1

−βi1 −βi2 · · · −βi,ri−1




对每一个 i = 1, 2, · · · , l, 假设 Pi 满足下列条件:

H1 : pi3 > 0 和 λi(β) 是一个 Hurwitz 多项式;

H2 : (Piri−1−p−1
i3 PPP i2PPP

T
i2)Ciβ +CT

iβ(Piri−1 −p−1
i3 PPP i2 ×

PPPT
i2) + λmax(Γ1)Iri−1 为负定.

记

P =




P1

P2

. . .

Pl




, V (xxx) = xxxTPxxx (8)

定理 1. 考虑系统 (1). 若假设 1 成立, 且 P 满足条件

H1 和 H2, 那么 V (xxx) = xxxTPxxx 是系统 (1) 的一个公共 CSF.

证明. 若对任意 i = 1, 2, · · · , l, Pi 满足条件 H1 和 H2,

那么容易推断 Pi 是正定的, 因此 V (xxx) = xxxTPxxx 也是正定.

定义系统 (1) 中的子系统 Qs 的哈密顿函数为

φ̃s(xxx, u,www) =
∂V (xxx)

∂xxx
(Axxx + B[FFF s(xxx) + Gs(xxx)uuu +

Hs(xxx)www]) + yyyTyyy − γ2wwwTwww (9)

通过计算, 我们有

φ̃s(xxx,uuu,www) =

xxxT(PA + ATP )xxx + 2xTPB[FFF s(xxx) + Gs(xxx)uuu] +

ξξξT
s (xxx)ξξξs(xxx) + (xxxTPBHs(xxx) + ξξξT

s (xxx)ηs(xxx)) ×
(γ2I − ηT

s (xxx)ηs(xxx))−1(xxxTPBHs(xxx) + ξξξT
s (xxx)ηs(xxx))T −

(www − (γ2I − ηT
s (xxx)ηs(xxx))−1 ×

(xxxTPBHs(xxx) + ξξξT
s (xxx)ηs(xxx))T)T ×

(γ2I − ηT
s (x)ηs(x))(w − (γ2I − ηT

s (xxx)ηs(xxx))−1 ×
(xxxTPBHs(xxx) + ξξξT

s (xxx)ηs(xxx))T) (10)

令

α̃s(xxx) = xxxT(PA + ATP )xxx + 2xxxTPBFFF s(xxx) +

ξξξT
s (xxx)ξξξs(xxx) + (xxxTPBHs(xxx) + ξξξT

s (xxx)ηs(xxx))(γ2I −
ηT

s (xxx)ηs(xxx))−1 × (xxxTPBHs(xxx) + ξξξT
s (xxx)ηs(xxx))T ×

β̃s(xxx) = 2xxxTPBGs(xxx)

因为对任意 xxx ∈ Rn, 及 s ∈ {1, 2, · · · , q}, Gs(xxx) 为行满秩,

所以

xxxTPBGs(xxx) = 0 ⇔ xxxTPB = 0 (11)

当 xxxTPBGs(xxx) = 0, 则

α̃s(xxx) = xxxT(PA + ATP )xxx + ξξξT
s (xxx)ξξξs(xxx) +

(ξξξT
s (xxx)ηs(xxx))(γ2I − ηT

s (xxx)ηs(xxx))−1(ξξξT
s (xxx)ηs(xxx))T

(12)

利用分块矩阵表示 xxxT, 即

xxxT =
[

xxxT
1 xxxT

2 · · · xxxT
l

]
, xxxT

i =
[

XT
i,ri−1 xi,ri

]

XXXT
i,ri−1 =

[
xi1 xi2 · · · xi,ri−1

]
, i = 1, 2, · · · , l

那么有

xxxTPB =
[

xxxT
1 P1B1 xxxT

2 P2B2 · · · xxxT
l PlBl

]
(13)

与

xxxT
i PiBi =

[
XXXT

i,ri−1 xi,ri

] [
Piri−1 PPP i2

PPPT
i2 pi3

] [
0

1

]
=

XXXT
i,ri−1PPP i2 + pi3xi,ri , i = 1, 2, · · · , l (14)

由式 (13) 和式 (14), 当 xxxTPB = 0, xxx 6= 0, 则至少存在一个

xxxi 6= 0, 且

xxxT
i PiBi = XXXT

i,ri−1PPP i2 + pi3xi,ri = 0, i = 1, 2, · · · , l (15)

当 xxxT
i PiBi = 0, 可得

2xxxT
i PiAixxxi = XXXT

i,ri−1[(Piri−1 − p−1
i3 PPP i2PPP

T
i2)Ciβ +

CT
iβ(Piri−1 − p−1

i3 PPP i2PPP
T
i2)]XXXi,ri−1 (16)

由假设 1, 且考虑到式 (12) 和式 (16), 当 xxxTPB = 0, 有

α̃s(xxx) ≤ xxxT(PA + ATP )xxx + xxxTΓxxx =
l∑

i=1

XXXT
i,ri−1[(Piri−1 − p−1

i3 PPP i2PPP
T
i2)Ciβ +

CT
iβ(Piri−1 − p−1

i3 PPP i2PPP
T
i2)]XXXi,ri−1 +

[
XXXT

1,r1−1 XXXT
2,r2−1 · · · XXXT

l,rl−1

]
Γ1




XXX1,r1−1

XXX2,r2−1

...

XXXl,rl−1



≤

l∑
i=1

XXXT
i,ri−1[(Piri−1 − p−1

i3 PPP i2PPP
T
i2)Ciβ +

CT
iβ(Piri−1 − p−1

i3 PPP i2PPP
T
i2) + λmax(Γ1)Iri−1]XXXi,ri−1

(17)

由条件 H2, 且由式 (10) 和式 (17), 可推断当 xxxTPBGs(xxx) =

0, xxx 6= 000 时, 有 φ̃s(xxx) ≤ α̃s(xxx) < 0. 因此 V (xxx) = xxxTPxxx 是

系统 (1) 的公共的 CSF. ¤
下面给出一个二次函数为系统 (1) 公共 CSF 的必要条

件.

推论 1. 考虑系统 (1). 若假设 1 成立, 那么形如式 (8)

定义的 V (xxx) = xxxTPxxx 是系统 (1) 的一个公共 CSF 的必要条

件为 P 满足条件 H1 和下列条件:

H3 : 对每一个 i ∈ {1, 2, · · · , l}, (Piri−1 − p−1
i3 PPP i2 ×

PPPT
i2)Ciβ + CT

iβ(Piri−1 − p−1
i3 PPP i2PPP

T
i2) 为负定.

证明. 类似于定理 1 的证明, 可证得结论成立. ¤
假定对所有 s ∈ {1, 2, · · · , q}, 矩阵 Gs(xxx) 可表示为

Gs(xxx) = G(xxx)Ds(xxx) (18)
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其中, G(xxx) 为 l × m 的行满秩矩阵, Ds(xxx) = diag{ds1(xxx),

ds2(xxx), · · · , dsm(xxx)}. 进一步地假定 G(xxx) 和 dsj(xxx) 的元素

是连续的, 且对所有 s ∈ {1, 2, · · · , q}, j ∈ {1, 2, · · · , m}, x

∈ Rn,

dsj(xxx) 6= 0 (19)

而且, 我们假定对每一个 j, j ∈ {1, 2, · · · , m}, q 个函数

dsj(xxx), s = 1, 2, · · · , q 有同样的符号. 令

Ω(xxx) = diag{ν1(xxx), ν2(xxx), · · · , νm(xxx)} (20)

其中

νj(xxx) =





min
s

dsj(xxx), 若 dsj(xxx) > 0

max
s

dsj(xxx), 若 dsj(xxx) < 0
(21)

式 (21) 蕴含对 j = 1, 2, · · · , m 和 s = 1, 2, · · · , q, 有

νj(xxx)dsj(xxx) − ν2
j (xxx) ≥ 0, 这等价于如下对角矩阵:

Ds(xxx)Ω(xxx)− Ω2(xxx), s = 1, 2, · · · , q (22)

为半正定.

定理 2. 考虑系统 (1). 如果假设 1 成立且矩阵Gs(x) 满

足式 (18) 和式 (19), 那么存在一个连续控制律使得闭环系统

是内部稳定且满足 L2–增益的要求 (3).

证明. 由定理 1, 由式 (8) 所定义的 V (xxx) = xxxTPxxx 是系

统 (1) 的一个公共的 CSF. 记

α̃(xxx) = xxxT(PA + ATP )xxx +

max
s

[2xxxTPBFFF s(xxx) + ξξξT
s (xxx)ξξξs(xxx) + (xxxTPBHs(xxx) +

ξξξT
s (xxx)ηs(xxx))(γ2I − ηT

s (xxx)ηs(xxx))−1×
(xxxTPBHs(xxx) + ξξξT

s (xxx)ηs(xxx))T]

β̃(xxx) = 2Ω(xxx)GT(xxx)BTPxxx (23)

其中, Ω(xxx) 由式 (20) 给定, G(xxx) 为行满秩.

反馈控制律取为

uuu=




−β̃(xxx)

α̃(xxx)+

√
(α̃(xxx))2+(β̃T(xxx)β̃(xxx))2

β̃T(xxx)β̃(xxx)
, xxxTPB 6= 000

0, xxxTPB = 000

(24)

记 N(δ) = {xxx ∈ Rn|0 < ‖xxx‖ ≤ δ}, 容易推断

lim
δ→0

sup
xxx∈N(δ)

α̃(xxx)∣∣∣β̃(xxx)
∣∣∣
≤ 0 (25)

由文献 [9] 的结果可知, 式 (25) 蕴含 V (xxx) 满足 L2–增

益小控制性, 因此反馈控制律 uuu 在Rn 上连续.

由式 (10), 有

φ̃s(xxx,uuu,www) ≤ α̃s(xxx) + 2xxxTPBGs(xxx)uuu ≤
α̃(xxx) + 2xxxTPBGs(xxx)uuu (26)

下面分两种情形证明当 xxx 6= 000 时, 则 α̃(xxx) + 2xxxTPBGs(xxx)uuu

< 0 成立.

情形 1. β̃(xxx) = 0, xxx 6= 000

由于 G(xxx) 为行满秩, 并考虑到式 (20), 则 β̃(xxx) = 0 等

价于 xxxTPB = 0. 由式 (17), 式 (23), 式 (26) 和假设 1 成立,

当 xxxTPB = 0, xxx 6= 000, 有

φ̃s(xxx,uuu,www) ≤ α̃(xxx) =

xxxT(PA + ATP )xxx + max
s

[ξξξT
s (xxx)ξξξs(xxx) +

(ξξξT
s (xxx)ηs(xxx))(γ2I − ηT

s (xxx)ηs(xxx))−1(ξξξT
s (xxx)ηs(xxx))T] ≤

xxxT(PA + ATP )xxx + xxxTΓxxx < 0 (27)

情形 2. β̃(xxx) 6= 000

由式 (22), 可得

xxxTPBGs(xxx)β̃(xxx)− β̃T(xxx)β̃(xxx) =

xxxTPBG(xxx)[Ds(xxx)Ω(xxx)− Ω2(xxx)]GT(xxx)BTPxxx ≥ 0

因此

[xxxTPBGs(xxx)β̃(xxx)− β̃T(xxx)β̃(xxx)] ×

−α̃(xxx)−
√

(α̃(xxx))2 + (β̃T(xxx)β̃(xxx)2

β̃T(xxx)β̃(xxx)
≤ 0 (28)

由式 (24), 式 (26) 和式 (28), 则当 xxxTPB 6= 0, 有

φ̃s(xxx,uuu,www) ≤ α̃(xxx) + 2xxxTPBGs(xxx)uuu ≤

α̃(xxx)+β̃T(xxx)β̃(xxx)
−α̃(xxx)−

√
(α̃(xxx))2+(β̃T(xxx)β̃(xxx))2

β̃T(xxx)β̃(xxx)
≤

−
√

(α̃(xxx))2 + (β̃T(xxx)β̃(xxx))2 < 0 (29)

因此式 (1) 和式 (24) 所组成的闭环系统满足 L2–增益

的要求 (3).

下面证明内部稳定性, 令 www = 0 且控制律 uuu 由式 (24)

给出, 并注意到式 (26), 式 (27), 式 (29), 对任意 x 6= 0, s ∈
{1, 2, · · · , q}, 可得

φ̃s(x, u, 0) ≤
xxxT(PA + ATP )x + 2xxxTPB[FFF s(xxx) + Gs(xxx)uuu] +

ξξξT
s (xxx)ξξξs(xxx) + (ξξξT

s (xxx)ηs(xxx))(γ2I − ηT
s (xxx)ηs(xxx))−1 ×

(ξξξT
s (xxx)ηs(xxx))T ≤ α̃(xxx) + 2xxxTPBGs(xxx)uuu < 0

因此, 由式 (1) 和式 (24) 所组成的闭环系统是内部稳定的.

¤

3 例子

例 1. 考虑如下的非线性系统:

Qs :





ẋ1 = x2

ẋ2 = fs1(xxx) + gs11(xxx)u1 + gs12(xxx)u2 + hs1(xxx)w

ẋ3 = x4

ẋ4 = fs2(xxx) + gs21(xxx)u1 + gs22(xxx)u2 + hs2(xxx)w

yyy = ξs(xxx) + ηs(xxx)w, s = 1, 2, 3

(30)

其中, xxx = [x1 x2 x3 x4]
T, 且
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f11(xxx) = x2
1, f12(xxx) = x3

f21(xxx) = x1, f22(xxx) = x3e
x4

f31(xxx) = x1 cos x2, f32(xxx) = x2
3

g111(xxx) = x1e
x2 , g112(xxx) = x2

4 + 1

g121(xxx) = ex3+x2 , g122(xxx) = −x1(x
2
4 + 1)

g211(xxx) = x1(x
2
3 + 1), g212(xxx) = ex2

g221(xxx) = ex3(x2
3 + 1), g222(xxx) = −x1e

x2

g311(xxx) = x1(x
2
2 + 2), g312(xxx) = sin2 x3 + 2

g321(xxx) = ex3(x2
2 + 2), g322(xxx) = −x1(sin

2 x3 + 2)

h11(xxx) = 1− cos x2 + x3, h12(xxx) = x2x3 sin x1 + x4

h21(xxx) = x1 − x3 + x4, h22(xxx) = 2− cos x1

h31(xxx) = x1 cos x2, h32(xxx) = x3x1

ξ1(xxx) = x1 + x2 + x3 + x4, ξ2(xxx) = x1 + x2 sin x3 + x4

ξ3(xxx) = x1 − x2 + x3, η1(xxx) = 1

η2(xxx) = 1 + sin(x1 + x3), η3(xxx) = 1− cos(x2 + x4)

令 γ = 3, 可推断

ξT
s (xxx)ξs(xxx) + ξT

s (xxx)ηs(xxx)(γ2I −

ηT
s (xxx)ηs(xxx))−1ηT

s (xxx)ξs(xxx) ≤ xxxTΓxxx

其中, Γ = diag{6, 6, 6, 6}, ηT
s (xxx)ηs(xxx) < 9, s = 1, 2, 3.

取 p13 = 1, p23 = 0.5, λ1(β) = λ + 1, λ2(β) = λ + 2.

那么 P12 = 1, P22 = 1 和 Γ1 =

[
12

30

]
. 选择 ϕ1

= −2, ϕ2 = −6, 那么 P11 = 17, P21 = 8. 因此 V (xxx) =

xxxT




17 1 0 0

1 1 0 0

0 0 8 1

0 0 1 0.5




xxx 是系统 (30) 的一个公共的 CSF.

可推断 G(xxx) =

[
x1 −1

ex3 x1

]
, Ω(xxx) =

[
$1 0

0 $2

]

$1 = min{ex2 , x2
3 + 1, x2

2 + 2}

$2 = max{−ex2 ,−x2
4 − 1,− sin2 x3 − 2}

α̃(xxx) = 34x1x2 + 2x2
2 + 16x3x4 + 2x2

4 +

max
s

[2(x1 + x4)fs1(x) + 2(x3 + 0.5x4)fs2(x)+

ξT
s (xxx)ξs(xxx) + ((x1 + x4)hs1(xxx)+

(x3 + 0.5x4)hs2(xxx) + ξT
s (xxx)ηs(xxx))×

(9− ηT
s (xxx)ηs(xxx))−1((x1 + x4)hs1(xxx)+

(x3 + 0.5x4)hs2(xxx) + ξT
s (xxx)ηs(xxx))T]

β̃(xxx) = 2Ω(xxx)GT(xxx)
[

x1 + x2, x3 + 0.5x4

]T

xxxTPB = [x1 + x2, x3 + 0.5x4]

由定理 2, 反馈控制律

uuu=




−β̃(xxx)

α̃(xxx)+

√
(α̃(xxx))2+(β̃T(xxx)β̃(xxx))2

β̃T(xxx)β̃(xxx)
, xxxTPB 6= 000

0, xxxTPB = 000

(31)

这里 xxxTPB = [x1 + x2, x3 + 0.5x4], 可使得闭环系统 (30)

和 (31) 内部稳定并且满足 L2–增益的要求 (3).

图 1 分别显示闭环系统 (30) 和 (31) 的三个子系统状态

轨线、控制律、输出和干扰输入.

(a) 子系统 Q1 (初始状态为 [0.9, 0.7, 1, 0.9]T,

且 w(t) = cos t− sin2(25t))

(a) Subsystem Q1 (The initial state is [0.9, 0.7, 1, 0.9]T and

w(t) = cos t− sin2(25t).)

(b) 子系统 Q2 (初始状态为 [0.5, 0.6, 0.7, 0.8]T,

且 w(t) = x1 sin(30t) + x2
2 + 2x3)

(b) Subsystem Q2 (The initial state is [0.5, 0.6, 0.7, 0.8]T and

w(t) = x1 sin(30t) + x2
2 + 2x3.)
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(c) 子系统 Q3 (初始状态为 [0.9, 0.8, 0.7,−0.8]T,

且 w(t) = x2
1e
−t − x2 cos (10t)− x3 sin(20t))

(c) Subsystem Q3 (The initial state is [0.9, 0.8, 0.7,−0.8]T and

w(t) = x2
1e
−t − x2 cos (10t)− x3sin(20t).)

图 1 各子系统 Q3 的状态轨线、控制律、输出和干扰输入

Fig. 1 State trajectory, control law, output

and disturbance input of each subsystem

4 结论

本文对一类具有串接结构的多输入非线性系统, 提出了

构造公共二次储能函数的新方法. 给出了一个二次函数为此

系统公共 CSF 的充分和必要条件, 基于公共二次储能函数,

设计了可同时 H∞ 镇定闭环系统的连续的状态反馈控制律.

通过一个例子说明了本文所提出方法的有效性.
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