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摘　要: 研究了平衡截断方法在多输入/多输出气动伺服弹性系统模型降阶中的应用。简要分析了气动伺服

弹性系统模型建立的一般过程, 详细讨论了平衡截断方法的基本原理并给出了其中的一种算法。以机翼气动

伺服弹性系统为对象, 比较了降阶前后模型变化情况。
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Abstract: Balanced truncation method is emplo yed t o investigat e t he pr oblem o f model r eduction on multi-in-

put/ multi-out put system . The pro cess o f low -order modeling on ASE system is g iv en in br ief. T he pr inciple

and algo rithm of balanced truncat ion method are discussed in det ail. The ASE system fo r a wing model is ap-

plied to r ev eal the mechanism of t he method by compar ing the full model w ith the r educed o rder m odel.
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　　气动伺服弹性( ASE)技术是新一代飞机设计

中的重要问题,它是涉及柔性飞机结构、气动力和

飞行控制系统三者相互作用的多学科技术。

气动伺服弹性系统建模是进行气动伺服弹性

稳定性分析、控制律设计及多学科优化的关键。随

着现代控制理论与系统分析技术的进展,要求在

时域里建立 ASE 系统的状态空间模型, 将结构、

非定常气动力、舵机执行机构、阵风干扰、传感器

以及控制系统转化为状态空间形式。对全机来说,

ASE 系统模型的阶数很高, 即使采用结构模态

法,也可达几百阶; 对于稳定性分析(如颤振和伺

服颤振)可以采用高阶模型, 但对于控制律(如颤

振主动抑制和阵风减缓控制律)设计以及多学科

优化,高阶模型往往带来无法逾越的障碍
[ 1]
。因

此,建立低阶的 ASE降阶模型一直是该领域十分

重要的问题。

本文采用平衡截断方法,以某歼击机缩比模型机

翼为对象,充分考虑被截断状态信息, 进行多输入/多

输出ASE 系统的低阶建模与模型降阶分析。

1　ASE系统建模

将 ASE 系统各环节表示为状态空间形式, 再

按照输入输出关系进行组装。

( 1) 机翼气动弹性运动状态空间方程　取弹

性翼面的一组固有模态作为广义坐标,则可得到

有控翼面运动方程拉氏域表达式为

( [MS　MC] s
2
+ [ K S　KC ] s + q[ A

~
S　A

~
C] )

S ( s)

C( s)
= qA

~
G

G ( s)
v

( 1)

其中:M, K分别表示广义质量和广义刚度矩阵;

为广义坐标; 下标 S, C, G分别表示翼面、控制

面和阵风; q为动压; v 为来流速度。将由最小状

态法[ 2]得到的广义非定常气动力系数矩阵 A
~
S , A
~
C

和 A
~
G代入运动方程。采用加速度传感器,则有控

翼面状态空间方程为

xS = ASxS + [ BC　BG ] uS ( 2a)

yS = LS1xS + [ LS2　LS3] uS ( 2b)

其中: xS 为状态向量(含气动力状态) ; uS 为输入

向量; yS 为加速度传感器输出向量; uS = [ uC　

uG ]
T ; uC= [ C　

·

C　
¨

C ] T; uG= [ G　
·

G　
¨

G ] T。

( 2) 舵机系统状态空间方程　舵机传递函数

一般表示为三阶环节, 将各舵机的状态空间方程
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组合起来,得到

xac = Aacxac + Bacuac ( 3a)

y ac = Cacxac ( 3b)

其中: xac为舵机状态向量; uac为舵机输入(电压信

号)向量。

( 3) 阵风状态空间方程　本文采用 Dryden

紊流模型,阵风状态空间描述为

xG = A
*
G xG + B

*
G w ( 4a)

uG = C
*
G xG + D

*
G w ( 4b)

其中: xG为阵风状态向量; w为白噪声输入。

( 4) 广义受控对象状态空间方程组　按照输

入输出关系,将翼面、舵机和阵风环节组合, 即可

得到广义受控对象状态空间方程

x = Ax + [ Bu　Bw ] u ( 5a)

y = Cx + [ 0　Dw ] u ( 5b)

其中: x= [ xS　xac　xG ]
T
; u= [ uac　w]

T
。

2　平衡截断降阶方法

平衡截断降阶方法由 Moore首先提出
[ 3]
。考

虑线性时不变渐近稳定系统

x = Ax + Bu ( 6a)

y = Cx + Du ( 6b)

其中: A∈Rn×n ; B∈Rn×p ; C∈Rq×n ; D∈Rq×p。定

义系统的可控与可观性 Gramian矩阵为

Wc =∫
∞

0
eAtBBTeA

T
tdt

Wo =∫
∞

0
e
ATt
C
T
Ce

At
dt

　　一般总认为实际系统是可控可观的, 则Wc

和Wo 都应当是非奇异、对称半正定矩阵。系统的

内平衡实现是要寻找一个非奇异变换 T, 使可控

可观性 Gramian矩阵变换为相同的对角阵

W
 
o = W

 
c = ( 7)

= diag(  21　 22　⋯　 2n ) ( 8)

其中:  1≥ 2≥⋯≥ n≥0,称为汉克尔奇异值。令

1 = diag (  21　 22　⋯　 2k )
2 = diag (  2k+ 1　 22　⋯　 2n )

则系统可以分解为
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y = [ C 1　C 2 ]
x
 
1

x
 
2

+ D
 
u ( 9b)

如果  2k  2k+ 1 ,可令模型降阶为

x
 
1 = Arx

 
1 + Bru ( 10a)

y = Crx
 
1 + Dru ( 10b)

其中: Ar = ( A 11- A
 
12A
 - 1
22 A

 
21 ) ; Br = ( B 1 - A

 
12A
 - 1
22

B
 
2) ; Cr= ( C 1- C

 
2A
 - 1
22 A

 
21) ; Dr= (D - C 2A - 1

22 B
 
2 )。

可以验证,修正后模型稳态值与满阶模型稳

态值一致。对应于小奇异值的弱子系统是最不可

控最不可观子系统,被认为对系统传递函数矩阵

影响不大。本文在“截断”弱状态的同时也考虑了

在降阶模型中适当体现其贡献。可以证明,平衡截

断降阶方法一般总能给出渐近稳定、可观可控的

低阶模型。这样,问题就归结为构造变换矩阵 T,

本文采用文献[ 4]给出的一种算法。

3　算例及分析

某歼击机机翼缩比模型如图 1所示。满阶

ASE 模型选取机翼前 5阶振动模态,固有频率分

别为 21. 06, 49. 71, 60. 53, 77. 64, 89. 34r ad/ s。

图 1　机翼结构示意图

Fig. 1　P latfo rm of the w ing m odel

满阶模型为 3输入 2输出系统, 共含 19个状

态( 5个弹性模态计 10个状态,气动力滞后项计 1

个状态, 2个舵机计 6个状态,阵风计 2个状态)。

通过系统开环根轨迹图,得到颤振速度为 25. 2m /

s,颤振频率为 72. 37rad/ s。与 v-g 法计算结果一

致。依次截断弱状态, 将满阶模型分别降至 17,

16, 14, 12, 9, 7阶,图 2给出了典型通路的幅频特

性曲线。为了解平衡截断降阶过程中系统状态如

何被“截断”,分别计算出满阶系统和各降阶系统

状态矩阵特征根, 并作比较,得到状态截断次序如

表 1所示。

　　综合以上降阶结果,分析如下:

( 1) 只要模型在 9 阶以上, 对于颤振分析所

关心的低、中频段( 1～100rad/ s) 的幅频特性, 降

阶模型与满阶模型吻合较好。阵风和气动力滞后

状态是系统最弱的 3个状态,截断以后对幅频特

性基本没有影响。舵机传函的二阶环节是引起高

频段误差的主要因素。被截断的弹性模态所对应

的状态是引起中频段误差的主要因素。
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图 2　不同降阶程度下传感器 1 至控制面 1 的幅频响

应

F ig . 2　F requency r esponse o f the first accelerometer

t o the fir st cont ro l surface fo r va rious levels

o f model reduction

表 1　状态截断次序

Table 1　Sequence of the states truncated

降阶模型阶次 被截断的状态

17 阵风

16 阵风、气动力

14 阵风、气动力、第 3阶弹性模态

12 阵风、气动力、第 3阶弹性模态、舵机部分

9 阵风、气动力、第 2和第 3阶弹性模态、舵机部分

7 阵风、气动力、前 3阶弹性模态、舵机部分

　　( 2)从表 1可知, 被截断的状态依次为: 阵风

状态、气动力滞后项、舵机部分状态、第 3阶弹性

模态等。并且, 颤振分析所判断的主要模态分支

(第 4、5阶模态) ,对应着系统最强的状态。反过来

说, 平衡截断降阶方法甚至可以用来判别复杂

ASE 系统颤振主要模态分支,而比传统的判别方

法简洁可靠。

( 3) 基于颤振分析和幅频特性来看, 降阶模

型在 12阶左右就能够比较全面地近似满阶模型;

第三阶弹性模态是颤振次要模态, 并且在 5个模

态中对应着相对最弱的状态,可以考虑不参与建

模。

4　结 束 语

由研究结果来看, 平衡截断降阶方法用于本

文对象的气动伺服弹性系统模型降阶是可行的,

优点是物理含义明确。在评估降阶模型时,除颤振

特性的比较外, 还保证了颤振等重要特性附近频

率范围内的频响特性一致。下一步的工作是探讨

降阶模型综合评价问题。
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