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一种系统辨识的递阶算法及其在飞机颤振试飞中的应用
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ORDER RECURSIVE METHOD OF LEAST SQUARE SYSTEM IDENTIFICATION

AND ITS APPLICATION TO FLIGHT TEST
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摘　要: 在研究协方差矩阵特性的基础上,给出一种最小二乘辨识系统的递阶算法。该算法与自回归模型参

数辨识的 Lev inson 方法相似,利用协方差矩阵的特性 ,由低阶模型参数递阶算出高一阶的参数,用阶次辨识

方法确定模型阶次。避免了最小二乘系统辨识批处理方法中的高阶矩阵求逆及最小二乘系统辨识递推算法

中的循环修正, 提高了计算的效率。该辨识方法成功地应用于飞机颤振特性的辨识。
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Abstract: A fter inspecting the pr oper ties o f the covar iance matr ix , a r ecur sive method o f system pa rameter

estimat ion is der iv ed upon LSE. L ike Lev inson alg or ithm in an auto reg ression model ident ification, this

method, t aking advantage of the specification o f t he covariance matr ix , calculates the higher o rder param eters

from the low er o rder par ameter s and ident ifies the model order by using the ordina ry order identificat ion

methods. This method avoids t he high order matr ix inverse operat ion in batch process of LSE, pr ov iding a

more effect ive estima tion method. F inally , this method is successfully used in the identification o f aircr aft

buffet ing char act eristics.

Key words: ident ification; LSE; r ecursiv e est imation; aircr aft buffeting char acterist ics

　　颤振辨识是飞机颤振试飞的一个重要环节,

一般的辨识方法难以得到满意效果, 有时递推算

法还会导致辨识发散。由于最小二乘法[ 1, 2] ( LS)

简单、易用、具有良好的统计特性, 而广泛用于系

统辨识中。通常最小二乘系统辨识( LSE)方法有

批处理及递推处理 2种方法。批处理直接对协方

差阵求逆,当系统阶次较高时,计算工作量大。递

推处理
[ 1～3]
由新的一组输入- 输出值, 得到估计

参数的修正值,直到估计值收敛(按事先给定的一

个小数来判定) ,需要一个较长的循环过程。特别

是当系统模型也要辨识时, 每给定一个模型阶次,

都要重复上述过程,计算效率很低。

本文在分析协方差矩阵特点的基础上, 得到

最小二乘系统辨识的一种递阶方法。将本文所述

方法应用到飞机颤振特性辨识中。结果表明,该方

法正确、有效。

1　系统描述

本文讨论线性定常单输入- 单输出( SISO)

系统如下

A ( z
- 1

) y ( t ) = B ( z
- 1

) u( t - 1) + �( t) ( 1)

其中: y ( t )和 u( t)分别为系统的输入和输出; �( t )
为与输入无关的零均值的白噪声。

A ( z - 1 ) = 1 + ∑
n

i= 1

ai z
- i

B( z - 1 ) = ∑
n- 1

i= 0
a iz

- i

设系统参数向量为

�= [ - a1　 - a2　⋯　 - an　b0　

b1　⋯　bn- 1]
T

同时, t时刻的输入输出数据构成的向量为

 ( t) = [ y ( t - 1)　y ( t - 2)　⋯　y ( t - n)　

u( t - 1)　u( t - 2)　⋯　u( t - n) ]
T

则式( 1)可写成

y ( t ) =  T( t)�+ �( t )
若假定已知 t= 1, 2, ⋯, N 时刻的 y ( t )及  ( t )
值,并记

Y( N ) = [ y ( 1)　y ( 2)　⋯　y ( N ) ]
T

!( N ) = [ ( 1)　 ( 2)　⋯　 ( N ) ] T

在满足充分激励条件下, 且 N 足够大, 可求得系

统参数 �的最小二乘估计 ��为
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��= ( !T
( N ) !( N ) )

- 1!T
( N ) Y( N ) ( 2)

2　递阶算法

为得到递阶算法, 需对式( 2)的协方差阵作进

一步的研究, 记 R= !T
( N ) !( N )及

r y( i) = ∑
N

i= 1
y ( k) y ( k - i )

ru ( i) = ∑
N

i= 1
u( k) u( k - i)

ry u( i ) = ∑
N

i= 1
y ( k ) u( k - i )

ruy ( i ) = ∑
N

i= 1
u( k) y ( k - i )

则式( 2)可记为:

��= R
- 1
V

其中

V = !T
( N ) Y( N ) = [ ry ( 1) ⋯ rn ( n)

ryu ( 1) ⋯ ry u( n) ]

将协方差矩阵进行整理、重排,记阶次为 1时的协

方差矩阵记为 R1, 阶次为 n时的协方差矩阵记为

Rn,则

Rn =

r y( 0) ry u( 0) ry ( 1) ryu ( 1) ⋯ ry ( n - 1) ryu ( n - 1)

ruy ( 0) ru ( 0) r uy ( 1) r u( 1) ⋯ r uy ( n - 1) r u( n - 1)

r y( 1) ruy ( 1) ry ( 0) ryu ( 0) ⋯ ry ( n - 2) ryu ( n - 2)

ryu ( 1) ru ( 1) r uy ( 0) r u( 0) ⋯ r uy ( n - 2) r u( n - 2)

⋯ ⋯ ⋯ ⋯ ⋯ ⋯ ⋯

ry ( n - 1) r uy ( n - 1) r y ( n - 2) r uy( n - 2) ⋯ r y ( 0) r yu( 0)

r yu( n - 1) r u( n - 1) ryu ( n - 2) ru ( n - 2) ⋯ ruy ( 0) ru ( 0)

　　协方差矩阵具有如下特点:

( 1) Rn是对称矩阵。

( 2) 将 Rn分解成n 行、n列个 2×2阶的分块

矩阵,则其斜对角线元素相等。即有

Rn =

R( 0) R( 1) ⋯ R( n)

R
T ( 1) ⋯ ⋯ �
� ⋯ ⋯ R( 1)

R
T
( n) ⋯ R

T
( 1) R( 0)

其中:

R( i ) =
r y( i ) r yu( i )

ruy ( i ) ru ( i)
　i = 0, 1,⋯, n - 1

　　( 3) Rn+ 1可表示如下

Rn+ 1 =
Rn Sn

S
T
n R1

=
R1 T

T
n

Tn Rn

( 3)

其中:

Sn =

R( n)

R( n - 1)

�
R( 1)

; Tn =

R
T( 1)

R
T( 2)

�
R

T
( n)

　　同样,将 n阶参数重新排列如下

��n = [ - a
�
1 b
�
0 - a

�
2 b
�
1 ⋯

- a
�
n b
�
n- 1 ] T

Vn = [ r y( 1) r yu ( 1) ry ( 2) ry u( 2) ⋯

r y ( n) ryu ( n) ]
T

则 n阶 SISO 线性定常系统式( 1)的最小二乘参

数估计 ��n= R
- 1
n Vn可按如下的递阶方法求得

( 1) 计算 RS
1
= R

- 1
1 S1及 RT

1
= R

- 1
1 T1; ( 4)

( 2) 计算

S
*
n =

ry ( n + 1) r yu ( n + 1)

r uy( n + 1) ru ( n + 1)
;

T
*
n =

ry ( n + 1) r uy ( n + 1)

r yu( n + 1) ru ( n + 1)
( 5)

　　 ( 3) 设已求得 n 阶 RS, n及 RT, n, 则 RS, n+ 1及

RT, n+ 1可按如下方法递推

RS, n+ 1 =
R

*
S , n

RS, n - RT, nR
*
S, n

;

RT, n+ 1 =
RT, n - RS, nR

*
T, n

R
*
T, n

( 6)

R
*
S, n = ( R1 - T

T
nRT, n) - 1( S*

n - T
T
nRS , n) ( 7)

R
*
T, n = ( R1 - S

T
nRS ,n )

- 1
( T

*
n - S

T
nRT,n ) ( 8)

　　( 4) 系统辨识参数为

��n = RT, n
1

0
( 9)

3　阶次估计

有许多方法, 如 Astrom 的 F 检验, Akaike

的 FPE 准则、AIC 准则等, 用于系统模型估计时

的阶次判定,本文不涉及这方面的内容。本文只是

考虑如何在递阶估计中, 得到上述阶估计法则所
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需要的信息。

若估计模型阶次为 n时的系统参数估计值为

��n ,则预报误差为
��( t ) = y ( t) -  T ( t )��n

样本数为N 时的预报误差的平方和为

J N =
1
N∑

N

t= 1

��2( t ) =

1
N∑

N

t= 1
( y ( t ) -  T ( t)��n) 2

当 �( t )为零均值白噪声,且与输入 u ( t )无关时,

可得到

J N =
1
N∑

N

t= 1
( y

2
( t) - y ( t)  T

( t)��n) =

1
N

( ry ( 0) - V
T
n��)

　　比较式( 3)、式( 8)及上式可知, r y ( 0) - V
T
n��n

正是式( 8)计算的 R1- T
T
nRT, n的第 1行、第 1列元

素。因此,按上述式( 4)～式( 9)递阶估计系统参数

时,可同时得到相应的残差。

4　飞机颤振特性辨识

颤振辨识是掌握飞机特性的一个重要环节,

由于在颤振试验中,有很大的随机干扰,以及颤振

特性的多峰性,用批处理方法进行辨识,容易取得

较好的结果。本文第 3节所述,是一种批处理辨识

方法。它用递阶算法,避免了传统批处理方法在辨

识阶系统时, 需求 2n 阶矩阵逆。其辨识过程可概

括如下:

第 1步:按式( 4)计算RS, 1 , RT, 1, 这是 2个2×

2方阵。

第 2步:计算 R1- T
T
nRT, n,这是个 2×2方阵,

其第 1行、第 1列为预报误差的平方和 N J N , 用

它来进行阶次判定。

第 3步:按式( 7)、式( 8)计算R
*
S, n , R*

T, n ,这是 2

个 2×2方阵。

第 4步: 按式( 6)计算 RS , n+ 1, RT , n+ 1 , 这是 2

个 2n×2矩阵。

第 5步: 返回到第 2步,进行阶次判定。

第 6步: 若已得到适宜的阶次,即可结束。相

应的模型参数按式( 9)计算得到。

在上述过程中,若已知模型阶次,则可不进行

第 2步,直接按递阶算法算到给定模型阶为止。

利用上述算法对某国产飞机的颤振试飞结果

进行了辨识。根据飞行试验数据所得颤振辨识的

结果如图 1所示,相应的飞机颤振幅值频率特性

为模型为

H ( j∀) =
K ( 1 + bj∀)

1 + a1 j∀ - a2∀2

由图 1可知,所得模型阶次是正确的,辨识结果令

人满意。

图 1　飞机颤振辨识结果

F ig . 1　Result o f air cr aft buffeting identification
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