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BIFURCATION ANALYSIS OF INERTIA CROSS COUPLING IN AIRCRAFT ROLLING
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摘　要: 飞机非线性运动稳定性是非线性飞行动力学的重要组成部分, 分岔分析则是非线性动力学系统运动

稳定性分析的主要内容。应用中心流形的降维技巧和分岔分析方法, 给出了一种快速有效的稳定性研究方

法, 并对飞机滚转时的惯性耦合运动进行了分岔分析和稳定性分析。本方法简便易行,可以大大减少计算工

作量, 其计算结果也是令人满意的。
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Abstract: N onlinear stability of the motion o f aircr aft is an impor tant par t o f nonlinear flig ht dynamics and bi-

fur cation ana ly sis is one o f t he impor tant contents o f the stability analysis o f m otion o f nonlinear dynamic sys-

tems. By using the simplifying technique for dimension r eduction of cent er manifo ld and bifurcation analy sis,

this paper gives a comparativ ely fa st and effectiv e method for stability study and it also deals w ith the analysis

of bifur cation and stabilit y o f iner tia cr oss coupling in a ircr aft r o lling motion. The met hod present ed by the

paper not only is o f simplicity and feasibilit y, but also decr eases consider ably the amount of computation, and

the results of computation ar e sat isfactor y.
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　　为了得到现代高机动性飞机优良的机动性

能,通常要求飞机能在其 3 个转动角速度都较大

的情况下飞行。此时,飞机动力学方程中的角速度

耦合项将不能被忽略, 从而成为非线性方程,同时

也产生了与此有关的非线性运动稳定性问题。随

着非线性科学中的分岔理论迅速发展,它在很多

工程问题中得到了广泛应用,飞机非线性动力学

也不例外, 80 年代初, M ehr a 等
[ 1～4] 首先用分岔

突变理论成功地解释了这些现象。为此,他创造了

BACT M 方法 ( Bifurcat ion Analy sis and Catas-

tr ophe Theory M ethodolog y, 即分岔分析与突变

理论法) ,成为用来分析研究飞机非线性动力学较

为有效的方法。自此, 国际上有许多学者用

BACT M 方法研究不同的非线性飞行动力学问

题,如 Ross
[ 5]用 BA CT M 方法和平均法研究飞机

研制过程中的非线性动态特性,南非学者 M . H.

Low enber y[ 6]用 BACT M 方法研究飞机的局部稳

定性问题, 法国学者 P. Guicheteau
[ 7]
用分岔突变

理论设计飞机的控制系统, 保证飞机免于失事。从

80 年代末起, 我国飞行力学工作者 [ 8～14] 也用

BACT M 方法研究飞机非线性飞行动力学中的稳

定性问题并取得了成果。

BACT M 方法将飞机的运动学方程和动力学

方程联立得到一个高维动力学系统, 经过适当的

简化,用数值方法进行稳定性分析,再用时间历程

法进行验证。本文将分岔理论中的降维技巧引入

飞机非线性飞行动力学中, 将飞机动力学在滚转

耦合情况下复杂的高维动力学系统约化为一个维

数较低的低维动力学系统, 然后通过数值方法进

行临界情况下的分岔分析和稳定性分析,从而大

大减小计算工作量,为有效控制飞机的飞行提供

依据。

1　基本原理
[ 15, 16]

设飞机飞行动力学运动微分方程组可用如下

一般形式的非线性动力系统来描述, 即

x
�= f ( x, �) ( 1)

其中: x= ( x 1　x 2　⋯　x n )
T
∈R

n
是状态变量(向

量) ,例如对应于飞机运动微分方程组中的角运动

量和速度等(即 p , q, r, �,  , !, ∀, v 等) ; �= ( �1　
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�2　⋯　�m)
T
∈R

m
是控制变量(向量) , 例如对应

于飞机的 3个舵面偏转角, 即升降舵偏角 #e、副翼
偏角#a和方向舵偏角 #r ; f = ( f 1　f 2　⋯　f n) T :

R
n×R

m→R
n, 对应于 p , q, r , �,  , !, ∀, v 等对时间

t的变化率函数。

根据分岔理论,首先进行奇异性分析。奇异点

由如下方程得到

f ( x, �) = 0 ( 2)

detDxf ( x, �) = 0 ( 3)

其中: Dxf ( x, �)是 f ( x, �)对 x的 Jacobi矩阵, 即

Dxf ( x, �) = ( �f i/ �x j ) i, j = 1,⋯, n。这是一个关于 x, �
的非线性代数方程组的求解问题, 例如可用

Newton-Raphson 方法求解。求出奇异点之后就

可对系统进行降维约化。

为了讨论问题的方便起见,假设由式( 2)、式

( 3)求得的奇异点为( x0, �0 ) = ( 0, 0)∈R
n
×R

m
。否

则可取变换( x-, �-) = ( x- x0, �- �0 )将奇异点平移
到( 0, 0)处。并设在( 0, 0)处的 Jacobi矩阵Dxf ( 0,

0)具有 l 个负实部和 k 个零实部的特征值(这里

假设Dxf ( 0, 0)无实部大于零的特征值,否则系统

式( 1)在( 0, 0)处已经是不稳定的, 这是实际问题

不关心的) , 它们对应的特征子空间分析为 E
s 和

E
c, 其维数分别为 l和 k。将 x在 E

s 和 E
c 中分解

成 x = ( u, v) , u∈R
k
, v∈R

l
。式( 1)在( 0, 0)处作

Tay lor 展开,并经非奇异线性变换可写成

u
�= Au + g1( u, v, �)
v
�= Bv + g2( u, v, �)

( 4)

其中: ( u, v, �)∈R
k×R

l×R
m; A, B分别为 k 阶和 l

阶常数矩阵, 并分别具有零实部和负实部的特征

值; g1 ( u, v, �) , g2 ( u, v, �)是非线性部分, 且有

g1( 0, 0, 0) = 0, g2 ( 0, 0, 0) = 0。

设中心流形 W
c
在原点附近可表示为 v= h

( u, �) ,其中函数 h( u, �)待定。将 v= h( u, �)代入
式( 4)的第 1式得

u
�= Au + g1 ( u, h( u, �) , �) ( 5)

　　将式( 5)代入式( 4)的第 2式, 得到函数 h( u,

�)要满足的微分方程
Duh( u, �) [ Au + g1 ( u, h( u, �) , �) ] -

Bh( u, �) - g2 ( u, h( u, �) , �) = 0 ( 6)

并要求h( 0, 0) = 0, Duh( 0, 0) = 0。这是一个关于 h

( u, �)的非线性常微分方程, 精确求解同样很困

难。为此可用某些近似方法,例如先将 h( u, �)在
( 0, 0)处展开成 Tay lor 幂级数,再用待定系数法,

求出其前几项。将 h( u, �)代入方程式( 5) , 根据中

心流形定理, 原系统式( 1)的动力学行为本质上可

用方程式( 5)描述,从而达到约化降维的目的。

2　飞机滚转时惯性耦合飞行动力学方程

飞机飞行动力学方程由文献[ 1]给出

p
�= l pp + lqq + l rr + l  + l #a#a + l#r#r +

　　l�#
a
�#a + l � �- i 1qr + l r�r�

q�= m- qq + m- ��+ m #
e
#e + i 2p r - m ��p 

r
�= n  + n�#

a
#a�+ nrr + npp + np�p �-

　　i 3pq + n#
a
#a + n#

r
#r

��= q - p + z ��+ z #
e

 
�
= y   + p ( sin�0 + �) - rcos�0 +
　　y #

a
#a + y #

r
#r

( 7)

式中: i1= ( I z - I y ) / I x ; i2= ( I z - I x ) / I y ; i3= ( I y

- Ix ) / I z。飞机的状态变量 x= ( p , q, r , �,  ) ,其中
p , q, r 为飞机绕体轴系转动的 3个转动角速度分

量, �,  分别为飞机的俯仰角和偏航角; lp , ⋯,

m�, ⋯, nr ,⋯, z �⋯为相应的气动力系数导数; I 1 ,

I 2, I 3分别为飞机绕体轴系转动的 3个转动惯量,

其他符号的具体含意参见文献[ 1]。

3　分岔分析

为了清楚地说明如何利用中心流形约化技巧

对飞行动力学方程进行降维和稳定性分析, 根据

文献[ 1]提供的数据对某飞机在亚音速飞行时进

行分岔特性分析。令方程式( 7)的右端为零,通过

非线性代数方程组求解,得到系统式( 7)的非双曲

平 衡点为 x = ( p , q, r, �,  ) = ( - 1. 3040,

- 0. 2450, - 0. 9013, - 0. 1403, 0. 1009) , 舵面偏

转角的分岔值为( #a0 , #e0, #r0 ) = ( 14°, 9. 2°, 0°) , 相

应 的 Jacobi 矩阵 的 特 征值 为 ( - 9. 1821,

- 0. 8527 + 5. 0814i, - 0. 8527 - 5. 0814i, - 4.

5366, 0. 0)。

作变换 x
-= x- x0,并且令 y= Tx

-,其中

T =

- 0. 9913 　0. 9780 - 0. 7748 　0. 4328 - 0. 3206

- 0. 1163 - 0. 1118 - 0. 0233 　0. 7802 　0. 0

　0. 0221 　0. 1528 - 0. 6286 - 0. 2039 - 0. 1730

- 0. 0071 - 0. 0179　0. 0631 - 0. 0096 - 0. 1509

　0. 057 　0. 0856 　0. 0063 　0. 0223 - 0. 0792

　　本问题中有 3个参数#a , #e, #r ,采用冻结其中
的 2个参数(例如 #e 和 #r )的方法, 分别研究在平

衡点 y= 0处的分岔特性。首先假设 #e= #e0, #r=
#r 0, 令 #a 为分岔参数, 并设中心流形由下式给出

(为方便起见, 仍记 y= ( p , q , r, �,  ) , 其中 r 对应
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于中心子空间的变量)

p = h1( r , #a) = a1r
2
+ a2r#a + a3#2a + ⋯

q = h2 ( r, #a) = b1r
2 + b2r#a + b3#2a + ⋯

�= h3 ( r, #a) = c1r
2
+ c2r#a + c3#2a + ⋯

 = h4 ( r, #a) = d1r
2 + d2r#a + d3#2

a + ⋯

( 8)

其中: a1, a2 ,⋯, d 3是待定常数。将式( 8)代入式

( 6)可得

p = 0. 005r
2
- 0. 2768r#a - 0. 1005#2a + ⋯

q = 0. 1814r2 - 0. 6536r#a + 0. 4805#2a + ⋯

�= - 0. 0117r
2
- 0. 1212r#a - 0. 0005#2

a + ⋯

 = 0. 094r2 - 0. 0196r#a - 0. 0795#2a + ⋯
再将如上所求结果代入式( 5) , 得 r 关于参数 #a
的方程为

r
�= r ( 0. 2555#a - 0. 4140r) - 3. 3342#a + ⋯

( 9)

　　显然其分岔图为极限点型分岔(见图 1)。图

中实线表示稳定平衡点,虚线表示不稳定平衡点。

图 1　r 关于参数 #a 的分岔图

Fig . 1　r-#a bifur cation char t

同理,当令 #a= #a0, #r= #r 0,和 #e= #e0 , #a= #a0
时,可分别得到 r 关于参数 #e和 #r 的方程为

r�= r( 0. 0624 - 0. 0296#e - 0. 0430r ) +

13. 7592#e + ⋯ ( 10)

r
�= r ( 0. 3859#r + 0. 4247r) + 9. 6345#r + ⋯

( 11)

　　图 2和图 3分别给出了相应的方程式( 10)和

方程式( 11)分岔图。由各图可知,飞机在( p , q, r ,

�,  ) = ( - 1. 3040, - 0. 2450, - 0. 9013,

- 0. 1403, 0. 1009) , ( #a0, #e0 , #r0 ) = ( 14°, 9. 2°, 0°)

的平衡状态下飞行时, 飞机的滚转角速度将发生

分岔运动,即当 #a< 14°, #e> 9. 2°, #r > 0°时, 滚转

角速度存在两个平衡状态, 其中一个是稳定的, 而

另一个是不稳定的,分别对应于各图中的实线和

虚线部分。该结论与文献[ 1]用 BACT M 方法得

到的结论是一致的。

图 2　r 关于参数 #e 的分岔图

Fig. 2　r-#e bifur cation char t

图 3　r 关于参数 #r 的分岔图

Fig. 3　r-#r bifur cation char t

4　结论与讨论

对于飞机非线性动力学系统中的稳定性问

题,用分岔理论中的中心流形约化降维技巧和分

岔分析方法可以将高维动力学系统的求解问题约

化为低维动力学系统的求解问题。本文的方法简

便易行,且可以大大减小计算量,适合于高维的飞

机飞行动力学系统的性能分析。

讨论了当气动力学系数是迎角的线性函数时

飞机滚转进惯性耦合运动的分岔和稳定性分析。

实际上,当飞机的惯性耦合不能被忽略时,常意味

着飞机在大迎角的情况下飞行,这表示飞机所受

的气动力是迎角的非线性函数,气动力的非线性

将不能被忽略。由于缺少非线性气动力数据,未对

非线性气动力的情况进行具体的讨论,但所述的

方法亦可应用于此程情况。今后将对此作进一步

的研究。
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