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摘　要：对多输入多输出（ＭＩＭＯ）随机振动试验控制的基本过程进行了系统分析。定义了一种新的在对数

坐标下的控制误差表达式，然后在控制算法中引入了新的比例积分微分（ＰＩＤ）控制策略，并给出了ＰＩＤ参数

随误差变化的规律。以悬臂梁为控制对象，完成了两输入两输出随机振动试验。结果表明：变参数ＰＩＤ控制

方法能在保证快速均衡的基础上，有效地减小功率谱和参考谱之间的相对误差以及加速度总均方根值的控

制误差，提高随机振动试验的控制精度。
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　　随机振动试验是在实验室内用振动台人工模

拟结构系统在实际工作中的振动环境，以检验或

确认结构系统的工作可靠性或耐久性。为了避免

试件的过试验，确保其安全性，在试验过程中，要

求控制谱能迅速均衡到参考谱的±３ｄＢ的误差

范围内，即要求试验控制系统具有快速均衡的能

力。此外，随机振动试验还有控制精度的要求，主

要指标是加速度谱密度的控制精度和加速度总均

方根值的控制精度［１］。

多输入多输出（ＭＩＭＯ）随机振动试验控制理

论主要由 Ｄ．Ｏ．Ｓｍａｌｌｗｏｏｄ等
［２１０］建立。Ｓｍａｌｌ

ｗｏｏｄ在１９９９年发表的一篇关于多点随机振动控

制的综述［８］中，提出了一种随机振动试验控制的

差分修正算法。在实际应用中，差分修正算法可

能会使参考谱矩阵Ｃｈｏｌｅｓｋｙ分解得到的三角阵

的对角元素出现负值，这在物理上是不可实现

的。贺旭东等［１１］在分析了差分修正算法的基础

上，在不考虑互谱控制的情况下，提出了比例均

方根修正算法，避免了上述三角阵中对角元素

出现负值的可能，该算法能够使控制谱快速平

稳地收敛。但由于功率谱估计存在随机误差，

比例均方根修正算法所得到的功率谱控制误差

的标准差较大，加速度谱密度控制精度也不完

全令人满意。

比例积分微分（ＰＩＤ）控制算法在多输入多

输出振动控制中多应用于时域控制［１２］，本文在比

例均方根修正算法的基础上引入了ＰＩＤ修正策

略［１３］，并采用变参数ＰＩＤ修正算法
［１４］进行频域

控制。该方法在保证快速均衡的同时，能减小响

应谱和参考谱之间的误差，减小误差的标准差，使

误差的概率密度分布更集中，提高加速度谱密度

的控制精度；减小功率谱密度总均方根值的控制

误差，较大地改善了控制效果。
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１　公式推导

多输入多输出随机振动控制的目标是使控制

谱和参考谱一致，若以响应的功率谱犛ｙｙ（犳）为控

制谱，由振动理论可得

犛ｙｙ（犳）＝犌（犳）犛ｄｄ（犳）犌
Ｈ（犳）＝犚（犳） （１）

式中：犌（犳）为系统频响矩阵；犛ｄｄ（犳）为驱动谱矩

阵；犚（犳）为参考谱矩阵；犳为频率，为书写方便后

文将省略犳。矩阵用大写字母表示，其元素用相

应的小写字母表示。

由式（１）可得驱动谱矩阵为

犛ｄｄ＝犃犚犃
Ｈ （２）

式中：犃＝犌－１为系统的补偿矩阵。对式（２）中犛ｄｄ

和犚分别作Ｃｈｏｌｅｓｋｙ分解
［１５］，可得驱动信号频

谱矩阵犇为

犇＝犃犔 （３）

其中犔和犇 分别满足

犚＝犔犔
Ｈ （４）

犛ｄｄ＝犇犇
Ｈ （５）

　　因参考谱中自谱元素缺少相位信息，故对式

（３）补充随机相位，得到

犇＝犃犔犘 （６）

式中：随机相位矩阵犘为对角阵，其对角元素是

ｅｊθ犻（犻＝１，２，…），θ犻为服从［－π，π］上均匀分布的

随机相位。将式（５）和式（６）代入式（１）得

犛ｙｙ＝ （犌犃）犔（犘犘
Ｈ）犔Ｈ（犌犃）Ｈ （７）

式中：（犘犘Ｈ）＝犐，犐为单位阵。理论上犌犃＝犐，但

是在实际的试验系统中，由于频响函数测量误差、

系统非线性和输入输出噪声等的影响，犌犃≠犐，从

而导致犛ｙｙ≠犚，因此必须在控制系统中加入反馈

修正环节，进行逐次迭代修正。

在不考虑互谱控制的情况下，犛ｙｙ和犚都是对

角阵。设犌犃＝珘犐，珘犐为近似于单位阵的对角阵。

为使新的响应功率谱犛ｙｙ，ｎｅｗ＝犚，引入对角实数修

正矩阵犈，由式（７）可得

犛ｙｙ，ｎｅｗ ＝犌犃犈犔犘犘
Ｈ犔Ｈ犈Ｈ犃Ｈ犌Ｈ ＝犚 （８）

　　比较式（７）和式（８），可以得到修正迭代公式为

犔ｎｅｗ ＝犈
－１犔 （９）

　　根据对角阵的乘法可交换性，由式（７）和式

（８）可得

犈２ ＝犛ｙｙ犚
－１ （１０）

　　对式（１０）两边取对数，并定义第犽次迭代误

差Δ
（犽）为

Δ
（犽）
＝ｌｇ犈

（犽）
＝
１

２
（ｌｇ犛

（犽）
ｙｙ －ｌｇ犚） （１１）

　　引入ＰＩＤ修正环节，可得

Δｐ＝犽ｐΔ
（犽）

Δｉ＝犽ｉ∑
犽

犼＝１

Δ
（犼）

Δｄ＝犽ｄ（Δ
（犽）
－Δ

（犽－１）

烍

烌

烎）

（１２）

式中：Δｐ、Δｉ和Δｄ 分别为比例、积分和微分修正环

节误差；犽ｐ、犽ｉ和犽ｄ分别为比例、积分和微分系数。

定义修正量犝 为

ｌｇ犝 ＝Δｐ＋Δｉ＋Δｄ （１３）

　　由式（１１）～式（１３）易得

犝＝ （犈
（犽））犽ｐ∏

犽

犼＝１

（犈
（犼））犽ｉ［犈

（犽）（犈
（犽－１））－１］犽ｄ（１４）

　　引入ＰＩＤ修正后，修正迭代式（９）变为

犔
（犽＋１）

＝犝
－１犔

（犽） （１５）

　　式（１０）、式（１４）和式（１５）就构成了ＰＩＤ修正

算法。

２　ＰＩＤ参数设定

随机振动控制中，功率谱的估计采用周期图

法，估计得到的功率谱与真实的功率谱之间有小幅

度随机误差，在对犔进行修正时，会将这种误差带

入到修正过程中。当犽ｐ 的值较大时，可以加快修

正速度，但是同时也引入了较大的随机误差，影响

修正的精度；反之，可以减小随机误差的影响，但同

时也减缓了修正的速度，因此在功率谱和参考谱之

间的误差较大时，犽ｐ的值宜取得大些，误差较小时，

犽ｐ的值宜取得小些；当犽ｉ值较大时，可以加快稳定

误差的消除，但是在功率谱和参考谱之间误差较大

时，大的犽ｉ容易导致自谱的大幅度波动，此时应采

用小的犽ｉ；微分修正环节可以加快修正的速度，在

误差较大时，可适当增大犽ｄ，但是考虑到功率谱估

计的随机误差的影响，犽ｉ和犽ｄ都不宜取得很大。

基于上述考虑，ＰＩＤ参数设定为

犽ｐ＝犽ｐ，ｍａｘ（１－ｅ
－αδ

２

）＋犽ｐ，０

犽ｉ＝犽ｉ，ｍａｘｅ
－βδ

２

犽ｄ＝犽ｄ，ｍａｘ（１－ｅ
－γδ

２

烍

烌

烎）

（１６）

式中：α、β和γ为待定系数；犽ｐ，ｍａｘ、犽ｉ，ｍａｘ和犽ｄ，ｍａｘ分别

为系数犽ｐ、犽ｉ和犽ｄ的变化幅度；犽ｐ，０为犽ｐ的平移量，

为保证收敛，犽ｐ，０≤１－犽ｐ，ｍａｘ；δ为误差矩阵Δ的元

素。在此给出一般的参数变化律：取犽ｐ，ｍａｘ＝０．９，

犽ｉ，ｍａｘ＝０．１，犽ｄ，ｍａｘ＝０．１，犽ｐ，０＝０．１；当δ＝±６ｄＢ时，

犽ｐ＝０．８，犽ｄ＝０．０８；当δ＝±３ｄＢ时，犽ｉ＝０．０１。将

上述参数代入式（１６）可求得：α＝０．０４１８，β＝

０．２５５８，γ＝０．０４４７。

以上参数设定与被控对象的频响函数无关，

７７７１
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可根据工程中对收敛速度和控制精度的需要作适

当调整。

犽ｐ、犽ｉ和犽ｄ随误差的变化曲线如图１所示。

图１　犽ｐ、犽ｉ和犽ｄ随误差的变化曲线

Ｆｉｇ．１　Ｃｕｒｖｅｏｆ犽ｐ，犽ｉａｎｄ犽ｄｖｓｅｒｒｏｒ

３　试验验证

本文在一根悬臂钢梁上做两点的随机振动控

制。梁长犾＝１２００ｍｍ，宽犫＝３０ｍｍ，高犺＝

１２ｍｍ，激励和传感器的位置如图２所示。试验

现场如图３所示，试验仪器包括：ＨＥＶ５０激振

器，ＨＥＡＳ２功率放大器，ＰＣＢ加速度传感器，

ＡｇｉｌｅｎｔＶＸＩ信号发送与采集系统。

图２　悬臂梁尺寸

Ｆｉｇ．２　Ｓｉｚｅｏｆｃａｎｔｉｌｅｖｅｒｂｅａｍ

图３　试验现场

Ｆｉｇ．３　Ｔｅｓｔｆｉｅｌｄ

参考谱的设定如图４所示，两控制点采用相

同的参考谱。频率带宽为２０００Ｈｚ，谱线为８００

线。２０～１００Ｈｚ斜率是３ｄＢ／Ｏｔｃ，１００～１０００Ｈｚ

谱密度值是１０－７犵
２·Ｈｚ－１，１０００～２０００Ｈｚ斜

率是－３ｄＢ／Ｏｔｃ。

图４　参考谱

Ｆｉｇ．４　Ｒｅｆｅｒｅｎｃｅｓｐｅｃｔｒｕｍ

在试验中分别采用比例均方根算法和变参数

ＰＩＤ算法对两点随机振动试验进行闭环修正，并

比较控制效果。功率谱估计平均次数为３０次。

在闭环修正之前先给出开环试验结果，如图５所

示，图中细实线为参考谱的值，点划线为±６ｄＢ

误差限，虚线为±３ｄＢ误差限。

图５　开环试验结果

Ｆｉｇ．５　Ｏｐｅｎｌｏｏｐｔｅｓｔｒｅｓｕｌｔ

从图５可以看出在开环试验时，两个控制点

都有一些频率存在超标谱线。选取控制点１的

１８５Ｈｚ和３６５Ｈｚ两频率处的自谱密度作为修正

算法收敛速度的监测点。

图６中虚线是参考谱的值，实线是±３ｄＢ误

差限。对比可见，变参数ＰＩＤ修正算法既可保证

超标谱线较地收敛到允许范围内，又能减小迭代

过程中谱线的上下抖动，使谱线更加稳定地收敛

到期望的参考值。

图７和图８分别给出了比例均方根算法和

变参数ＰＩＤ算法的控制结果，从图中可以直观

地看到变参数ＰＩＤ算法的结果中自谱更靠近参

考谱。
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图６　控制点１自谱密度收敛过程比较

Ｆｉｇ．６　Ｃｏｍｐａｒｉｓｏｎｏｆａｕｔｏｓｐｅｃｔｒｕｍｃｏｎｖｅｒｇｅｎｃｅｏｆ

ｃｏｎｔｒｏｌｐｏｉｎｔ１

图７　比例均方根算法控制结果

Ｆｉｇ．７　Ｒｅｓｕｌｔｓｏｆｐｒｏｐｏｒｔｉｏｎａｌｒｏｏｔｍｅａｎｓｑｕａｒｅ

ｃｏｎｔｒｏｌ

图９给出了自谱与参考谱的误差的概率密度

分布，变参数ＰＩＤ算法的误差分布更集中。

表１列出了误差的标准差，变参数ＰＩＤ算法

的标准差较小，在相同的置信度下控制精度

更高。

图８　变参数ＰＩＤ算法控制结果

Ｆｉｇ．８　ＲｅｓｕｌｔｓｏｆＰＩＤｃｏｎｔｒｏｌｗｉｔｈｖａｒｉａｂｌｅａｒｇｕ

ｍｅｎｔｓ

图９　自谱误差概率密度分布对比

Ｆｉｇ．９　Ｃｏｍｐａｒｉｓｏｎｏｆｐｒｏｂａｂｉｌｉｔｙｄｅｎｓｉｔｙ

ｄｉｓｔｒｉｂｕｔｉｏｎｏｆａｕｔｏｓｐｅｃｔｒｕｍｅｒｒｏｒ

表１　自谱误差标准差

犜犪犫犾犲１　犛狋犪狀犱犪狉犱犱犲狏犻犪狋犻狅狀狅犳犪狌狋狅狊狆犲犮狋狉狌犿犲狉狉狅狉

控制点
自谱误差标准差／（犵２·Ｈｚ－１）

比例均方根算法 变参数ＰＩＤ算法

１ ０．９６０７ ０．６１４６

２ ０．９８６３ ０．６８４１

表２列出了比例均方根算法和变参数ＰＩＤ

算法的功率谱密度的均方根值。从表中可以看

到，相同条件下变参数ＰＩＤ算法控制结果的功率

谱密度总均方根值更接近参考值，控制误差小，控

制精度得到了提高。
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表２　功率谱密度总均方根值控制误差

犜犪犫犾犲２　犆狅狀狋狉狅犾犲狉狉狅狉狅犳狋狅狋犪犾狉狅狅狋犿犲犪狀狊狇狌犪狉犲狅犳狆狅狑犲狉

狊狆犲犮狋狉狌犿犱犲狀狊犻狋狔

控制点 参考值／犵
比例均方根算法 变参数ＰＩＤ算法

计算值／犵 误差／％ 计算值／犵 误差／％

１ ０．０１３６４ ０．０１３８３ １．４９ ０．０１３６３ ０．０１

２ ０．０１３６４ ０．０１３８０ １．２５ ０．０１３７２ ０．６８

４　结 论

采用变参数ＰＩＤ修正算法，经过１～２次的迭

代就能使超标谱线收敛到±３ｄＢ的允许误差范围

内，保证了快速均衡；使响应谱和参考谱之间误差

的概率密度分布更集中，减小了功率谱和参考谱误

差的标准差，提高了加速度谱密度的控制精度；减

小了功率谱密度总均方根值的控制误差，改善了控

制效果。变参数ＰＩＤ修正算法减小了功率谱估计

中随机误差的影响，使得修正过程更稳定。在保证

快速均衡的前提下，提高了控制精度。
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