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Abstract：The principal eigenvectors computing (PEC) is a paramount operation in engineering and scientific com-

puting. Since the general-purpose computing on graphics processing unit (GPGPU) emerges for the outstanding ac-

celeration factors, PEC implementations on graphics processing unit (GPU) have appeared on the scene. This paper 

analyzes PEC performance bottleneck from the characteristic of application and GPU architecture, and therefore 
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proposes a new implementation of PEC based on a new matrix storage format, called GPU-ELL, and an optimized 

thread mapping strategy of GPU. It evaluates the proposed approach over ATI HD Radeon 5850 GPU, and the ex-

perimental results show its good performance with average 200 times acceleration of other existing algorithm on 

CPU, and 2 times of that on GPU. 

Key words：general-purpose computing on graphics processing unit (GPGPU); principal eigenvectors computing 

(PEC); sparse matrix vector (SpMV); thread optimization 

摘  要：矩阵主特征向量(principal eigenvectors computing, PEC)的求解是科学与工程计算中的一个重要问

题。随着图形处理单元通用计算(general-purpose computing on graphics processing unit, GPGPU)的兴起, 利

用 GPU 来优化大规模稀疏矩阵的图形处理单元求解得到了广泛关注。分别从应用特征和 GPU 体系结构特

征两方面分析了 PEC 运算的性能瓶颈, 提出了一种面向 GPU 的稀疏矩阵存储格式——GPU-ELL 和一个针

对 GPU 的线程优化映射策略, 并设计了相应的 PEC 优化执行算法。在 ATI HD Radeon 5850 上的实验结果

表明, 相对于传统 CPU, 该方案获得了最多 200 倍左右的加速, 相对于已有 GPU 上的实现, 也获得了 2 倍

的加速。 

关键词：图形处理单元通用计算(GPGPU); 主特征向量计算; 稀疏矩阵向量乘; 线程优化 

文献标识码：A    中图分类号：TP301 

1  引言 

在众多科学与工程计算中, 如计算流体力学、

统计学、结构工程等领域, 经常需要数值求解矩阵

的某种特征 , 例如广义特征值或高阶多项式特征

值。然而在一些实际应用中, 矩阵的维数往往可以

达到几万维、甚至几百万维, 并且矩阵常常为稀疏

矩阵。例如, 万维网 Web网页 PageRank值的计算, 

可归结为求解表示网页链接结构的邻接矩阵的主

特征向量的问题[1]。大规模稀疏矩阵的主特征向量

求解已经成为高性能计算领域的一个典型问题, 引

起了越来越多的研究者的关注。 

乘幂法是一种常用的计算矩阵主特征向量的迭

代方法, 已得到广泛应用, 并且特别适用于稀疏矩

阵。但对于大规模稀疏矩阵来说, 直接运用该方法

往往效率不高, 必须针对矩阵的稀疏性, 并结合计

算部件的特点, 来设计高效的并行算法。 

目前 , 包括图形处理单元(graphics processing 

unit, GPU)、现场可编程门阵列(field programmable 

gate array, FPGA)、数字信号处理器(digital signal 

processing, DSP)等在内的许多新型加速部件都被引

入到高性能计算中。其中基于 GPU 的通用计算尤

为突出, 利用GPU进行高性能计算已经成为国内外

的一个研究热点[2]。 

本文提出了一种基于GPU的大规模稀疏矩阵主

特征向量(principal eigenvectors computing, PEC)并

行求解方案。该方案针对矩阵的稀疏特性, 并利用

GPU的并行计算能力, 可以获得较高的加速比。本

文首先实现了一个基于CPU的未优化的稀疏矩阵向

量乘法(sparse matrix vector, SpMV), 经过对实验结

果的分析, 得到了影响 SpMV 性能的瓶颈, 即稀疏

矩阵的存储格式和线程映射策略; 其次, 结合应用

特征和处理部件的性能实现了对 SpMV的并行优化

执行, 包括设计了一种面向 GPU 的稀疏矩阵存储

格式, 以及提出了一个针对 GPU 的线程优化映射

策略; 最后, 根据本文提出的优化执行方案, 利用

AMD Radeon HD 5850 GPU对多组实际应用中的稀

疏矩阵进行了实验, 并与 NVIDIA 的 SpMV 库和

LAPACK的执行性能进行了对比。 

2  矩阵主特征向量问题和乘幂法 

设矩阵 ACn×n, 如果对于 C , 存在非零向

量 xCn使得 Ax x , 则称 是 A的特征值, x是
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A 属于 的特征向量, 求解方阵的特征值和特征向

量的问题称为特征问题。 

乘幂法是计算矩阵主特征值和主特征向量最简

单的数值方法之一, 也称为向量迭代法。乘幂法的

基本思想是：给定一个非零初始向量 q, 构造迭代

序列 q, Aq, A2q, A3q,...。在实际序列计算中, 因为序

列中的每个向量都可以用 A 乘以前一个向量得到, 

即Aj+1q=A(Ajq), 所以不需要显示地计算A的幂, 这

可以极大地节省计算量。可以证明, 几乎对任意的

向量 q, 序列都收敛到主特征向量。因此, 乘幂法计

算的核心步骤是矩阵向量的乘积运算。乘幂法的一

般步骤为：选择一个非零初始向量 q; 用矩阵 A 乘

以向量 q得出新向量 Aq; 重复这个过程, 直到绝对

误差到达可容忍的范围或是达到一定的迭代次数。 

乘幂法求解主特征向量的计算量和存储量分别

为 O(kn2)和 O(n2), n为矩阵维数, k为迭代次数。当

n 很大时, 计算量与存储量都十分巨大, 特别是求

解大规模稀疏矩阵中的特征向量问题 , 关键是对

SpMV 运算的优化。大规模稀疏矩阵的运算很不规

则, 原因是稀疏矩阵每行或每列的非零元素个数不

同, 导致循环的细粒度并行很难开发[3]。并且对矩

阵数据访问的局部性不再保持, 因为一次迭代中, 

矩阵中的每个元素只计算一次。因此, SpMV的高性

能计算需要考虑稀疏矩阵的特性和处理部件存储

层次的特征。分析发现, 乘幂法计算的性能瓶颈为：

大规模稀疏矩阵向量乘为存储密集型应用, 内存访

问量大; 大规模稀疏矩阵的运算很不规则。因此, 

SpMV 的优化执行首先需要设计一种合适的稀疏矩

阵存储格式, 减少计算量和存储量。此外, 还需要

对线程的映射策略进行优化, 因为良好的映射策略

可以减少线程访存的延迟时间。 

3  矩阵主特征向量问题的并行性分析 

目前, 针对稀疏矩阵已经提出了许多不同的存

储格式, 每个存储格式实现的目标不同, 比如为了

存储的简易性、通用性、存储性能、或者适合于实

现某个特殊的算法。本文重点考虑以下几种常用的

存储格式：CRS(compressed row storage)、BSR(block 

sparse row)和 ELL(Ellpack-Itpack generalized diago-

nal)。这些存储格式最主要的不同点在于它们的稀

疏模式, 或者说是非零元素的结构特征不同, 使得

它们能适合于不同结构特征的稀疏矩阵[45]。尽管

对于某个特定矩阵设计特殊的存储格式可以带来

非常好的计算性能, 但是设计通用的存储格式也十

分重要。 

本文通过对多组大规模稀疏矩阵数据进行实验, 

来分析 SpMV的计算瓶颈。这些矩阵数据来自于佛

罗里达大学的稀疏矩阵集[6], 且源于不同的真实应

用环境, 包括电路模拟、模型规约、线性规划和网

络连接度分析等。这些矩阵数据不仅涉及的应用范

围广, 而且在矩阵的尺寸、密度和结构上也差别很

大。表 1列出了用来实验的 11组数据。 

首先分别使用 CRS、BSR格式对表 1中的数据

进行实验, 并和没有使用压缩格式的算法进行比较, 

每个算法所耗费的时间和性能各不相同, 结果如图

1 所示。根据实验分析发现, 大规模 SpMV 计算有

以下特征：没有使用压缩格式的算法占用内存多, 

运行时间长; 使用不同压缩格式的算法的执行效率

和性能也不一样; SpMV 在运行时对内存访问量十

分巨大, 属于存储密集型应用, 可以通过优化内存

访问方式来提高性能。针对上述结果, 本文拟针对

GPU 的计算特点对关键算核 SpMV 进行如下两点

改进。 

 

Fig.1  Comparison of CRS, BSR and  
uncompressed format 

图 1  CRS、BSR 和无压缩格式的实验结果对比 
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Table 1  Matrix data sets for experiment 

表 1  实验用的 11 组稀疏矩阵数据集 

数据名称 数据形状 维数大小/维 数据名称 数据形状 维数大小/维 

Asic_320K 
circuit simulation 

 

321K×321K 
1 931K 

Sme3Dc 
3D structural 

 

42K×42K 
3 148K 

Parabolic_fem 
computational 
fluid dynamics 

 

525K×525K 
3 674K 

Mittelmann 
linear  

programming  

1 468K×1 961K
5 382K 

Rucci 
least squares 

 

1 977K×109K
7 791K 

Torso 
2D model 

 

116K×116K 
8 516K 

Kkt_power 
optimization 

 

2 063K×2 063K
12 771K 

Rajat31 
circuit  

simulation 
 

4 690K×4 690K
20 316K 

Ldoor 
structural 

 

952K×952K 
42 493K 

Bone010 
model  

reduction 
 

986K×986K 
47 851K 

Cage15 directed 
weighted graph 

 

5 154K×5 154K
99 199K 

   

 

(1) 存储格式 

SpMV 中具有的计算不规则性使得对它进行优

化具有很大挑战。这些不规则性源于以下两种情

况：数据访问位置并非固定不变和细粒度循环并行

没有被开发。因此需要设计一种新的面向 GPU 的

数据压缩格式来存储稀疏矩阵, 使它能够最大限度

地提高计算性能。 

(2) 优化 SpMV算核的存储访问方式  

矩阵向量相乘是一个存储密集型的应用, 矩阵

中的每个元素从内存中取出后只计算一次。因此每

个浮点数操作中的内存访问负载很高。当矩阵是稀

疏矩阵时, 由于间接的和不规则的内存访问, 使得

它会引起更为复杂的存储负载。平均来说, 当稀疏

矩阵和向量相乘时, 访问一个非零元素需要包含两

次以上的存储操作, 从而加重了存储负载。 

4  基于 GPU 的 PEC 高效实现方案 

4.1  面向 GPU 的稀疏矩阵的存储格式 

本文提出的 GPU-ELL是对 ELL存储格式的扩

展, 包含 A[](float)和 j[](integer)两个数组, 维数为 

N×MaxEntriesbyRows。此外, 还包含了一个整型数

组rl[], 维数为N, 其目的是存储每一行的真实长度, 

其中并不包含 0元素。同时, 数组是以列优先的方

式存储的。GPU-ELL 数据结构采取了如下设计

思想： 

(1) 合并存储器访问, 采用列优先的方式来储

存矩阵中的元素。线程通过索引 x可以找到第 x行

的元素：A[x+i×N]且{0≤i<rl[x]}。其中, i是列号, rl[x]

是 x行的非零元素的个数。线程 x和线程 x+1访问

连续的储存地址, 满足了合并存储器访问的条件。 

(2) 不同块之间的线程可以异步执行。每一个

块中的线程可以异步执行, 每一个线程只计算向量

u 的一个元素, 并且在向量 u 中的不同元素之间不

存在数据依赖。 

(3) 降低等待时间和减少一个warp中线程之间

的不平衡。每一个 warp 的计算量不一样, 只有 warp

相关行的长度大不相同时, 才会造成较长的等待

时间。 
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4.2  优化的线程映射策略 

GPU的体系结构包含了很多 SM(streaming multi-

processor), 每一个 SM 包含了很多 SP(streaming pro-

cessor)。GPU 中有不同层次的存储器, 包括片外全

局存储、片外局部存储、片上共享存储、片上 cache存

储器、片上 cache纹理存储器和片上寄存器。 

全局存储器的容量大但是访问延迟也很大。共

享存储位于 SM 中, 并且以 Bank 的形式进行组织, 

当一个 Bank 同时有多个访问请求时, 会造成冲突, 

且每一个 SM中有很多寄存器。常数存储器和纹理

存储器位于全局存储其中一部分只读区域, 它们都

含有只读片上缓存。访问常数 cache的速度很快, 但

是它只有一个端口, 因此当多个 SP需要 cache中的

同一个值时性能较好。虽然纹理 cache 的访问延迟

要大于常数 cache, 但是当对存储的读操作不规则

时, 并不能造成很大的性能损失。另外, 当访问的

数据有 2D空间局部性时性能较好。 

GPU计算时, 线程映射策略必须保证有充足的

线程来隐藏全局存储的访问延迟。最佳的全局存储

访问模式是当有连续的线程访问连续的元素时, 使

用硬件优化的合并访问模式。因此, 需要有足够多

的线程来对每一行的元素进行处理, 另外也需要实

现一个连续性的映射, 从而实现最优的存储访问模

式。本文提出的线程映射策略给每行映射多个线程, 

使得连续的线程访问连续的非零元素, 可计算出非

零元素的部分乘积。映射到一行的多个线程可以通

过部分乘积的并行求和规约来计算输出向量元素。

这些部分乘积的值被存入共享存储器中, 它们只被

一个线程块中的线程所访问。 

5  实验和结果分析 

5.1  实验环境 

本文的实验环境采用 AMD Radeon HD 5850 

GPU进行搭建。该 GPU有 1 044 GFLOPS的计算能

力。如果乘加指令每个时钟周期执行两个浮点操作, 

则可以使潜在的性能加倍。SpMV 算法代码正好有

很多实例通过编译器产生乘加指令, 因此可以使性

能大于 1 044 GFLOPS。 

主机的配置为 Intel Pentium IV 3.00 GHz, 操作系

统为 Microsoft Windows XP 32位操作系统, 开发工

具为Microsoft Visual Studio 2008 Professional版本。

实现的语言为 OpenCL 1.0, 开发环境为 AMD ATI 

Stream SDK V2.2, 并安装了 ATI Stream SDK V2.2。 

5.2  实验结果分析 

利用本文的优化方法求解稀疏矩阵的主特征向

量, 将表 1 中的稀疏矩阵作为实验数据, 并将实验

结果和 NVIDIA的 SpMV Library和 LAPACK中的

SpMV进行了对比。 

5.2.1  PEC 的加速比分析 

首先比较了不同矩阵数据下 GPU和 CPU实现

的性能(采用相同的压缩格式), 并根据 AMD 编译

器产生的代码来计算 GPU 的 FLOPS 性能指标。

FLOPS 指“每秒所执行的浮点运算次数”, 被用来

估算处理部件(如 CPU 和 GPU)的执行效能。一个

GFLOPS 等于每秒 109次的浮点运算。本文方法在

AMD 5850 GPU上进行实现的最后运行结果如图 2

所示。 

 
Fig.2  Performance on different data sets 

图 2  在不同数据集上的性能 

从图 2 中可以看到, 随着数据量的增大, GPU

的峰值也相应增加, 达到了 482 GFLOPS。相对于

CPU 来说, 通过计算可以得知, 最多可以获得 200

倍以上的加速度。在同样的设置下, 比较了 CPU和

GPU 在不同矩阵数据集上完成 SpMV 所使用的时

间, 如表 2 所示。从表中可以得到同样的结论, 随

着数据规模的增大, 加速的效果越来越明显, 充分

显示了本文方法适用于大规模问题。 
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Table 2  Comparison of running time on GPU and CPU 

表 2  GPU 与 CPU 运行时间的比较 

运行时间/s 
数据 大小/维 

CPU GPU 

Asic_320k 1 931K  5.854 0.020 8 

Sme3Dc 3 148K 10.657 0.060 4 

Parabolic_fem 3 674K 13.765 0.085 2 

Mittelmann 5 382K 18.765 0.165 9 

Rucci 7 791K 20.765 0.449 4 

Torso 8 516K 28.521 0.609 4 

Kkt_power 12 771K 41.864 1.068 4 

Rajat31 20 316K 83.765 2.273 1 

Ldoor 42 493K >300 6.053 2 

Bone010 47 851K >300 7.156 8 

Cage15 99 199K >600 12.830 2 

 
5.2.2  不同存储格式在 GPU 上的性能比较 

对三种主要存储格式与本文提出的存储格式在

GPU上的性能进行了比较。从图 3中可以看出, 本

文的 GPU-ELL压缩格式在所有的 11个数据集上的

性能是最好的, 原因是 GPU-ELL 压缩格式充分考

虑了 GPU的体系结构和访存特征。 

 

Fig.3  Performance comparison on different  
storage formats 

图 3  不同存储格式上的性能比较 

5.2.3  与已有 GPU 实现的比较 

将本文方法分别同已有的 NVIDIA SpMV 和

LAPACK SpMV进行比较, 如图 4所示。从图 4中

可以看出, 相对于已有的 NVIDIA SpMV和 LAPACK 

SpMV 来说, 本文方法在不同数据集上性能均是最

好的 , 充分体现了本文的优化线程映射策略和

GPU-ELL稀疏矩阵存储格式的优越性。 

 

Fig.4  Performance comparison of existing GPUs 

图 4  与已有 GPU 实现的性能比较 

6  相关工作 

近年来, 关于稀疏矩阵向量乘法(SpMV)的优

化工作成为国内外的一个研究热点。Vazquez等人[5]

针对 GPU 的体系结构提出了一种新的稀疏矩阵存储

格式ELLPACK-R, 并将ELLPACK-R的执行性能和

其他存储格式的性能进行了比较。Baskaran 等人[7]

分析了在NVIDIA GPU上使用CUDA (compute unified 

device architecture)编程模型开发 SpMV高性能执行

的性能瓶颈, 并提出了相应的优化策略。Bell等人[8]

阐述了几种使用 CUDA 来优化执行 SpMV的方案。

这些方案通过开发细粒度并行来有效利用 GPU 的

计算能力。 

7  总结 

本文分别从应用特征和GPU体系结构特征两方

面分析了 PEC运算的性能瓶颈, 从而提出了一种新

的稀疏矩阵存储格式——GPU-ELL 和一个针对

GPU的线程优化映射策略, 并设计了相应的PEC优

化执行算法, 在 AMD的 HD Radeon 5850上进行了

实现。实验结果表明, 相对于其他基于 CPU的 PEC

算法, 获得了最多 200 倍的加速; 相对于已有 GPU

上的实现, 也获得了 2倍的加速。 
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