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图解HOPF定理在非线性振荡电路中的应用
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摘 � 要:利用 HOPF分叉定理时域形式的综合参数曲率系数 �0 与二维系统中的局部形式判断振荡, 必须进行大量的数

值计算.利用图解 HOPF定理算法, 通过一系列步骤的图解可避免这个问题, 能较快地解决非线性系统的振荡问题.
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HOPF分叉定理对非线性振荡电路的分析给出了严格的数学证明,其基本假设完全符合电子工程师

的习惯,用它研究正弦振荡电路是一种新方法. 李义府等
[ 1]
利用 HOPF 分叉定理中综合参数曲率系数 �0

及二维系统中的局部形式,可以有效地判断非线性自治二阶电路中是否出现振荡的情况,但是这种形式的

分析要进行大量的数值计算.若改用图解 HOPF 定理算法,则可避免复杂的计算, 能较快地解决非线性系

统的振荡问题.

1 � 图解HOPF 算法的步骤

图 1� 单回路反馈系统

图1所示的单回路反馈系统中, G ( j �) 表示一个标量传

递函数, f ( �) 表示一个连续可微(至少 4次) 的非线性向量函

数,它可包含一个参变量 �. 以 Nyquist判据形式的频域表达

式为例,图解HOPF 定理步骤
[ 2~ 5]

如下:

( 1) 对静态工作点(平衡点) y q 解非线性方程G ( 0) �f ( y )

+ y = 0.

( 2) 线性化开环传递函数为 �( j �) =
�

G ( j �) � f�( y q ) .

( 3) 在Re �( j �) , Im �( j �) 平面上画 �( j �) 的Nyquist轨

迹 �(如图2所示) ,找出谐振频率 �R ,即 �与实轴的交点.在

� = �R 处, Im �( j �) = 0.

( 4) 计算 S = 0和 S = 2j �R 时的闭环传递函数H ( S ) 的

值,以求得 H ( 0) 和H ( j2�R ) :
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图 2� � Nyquist� 轨迹

H ( S) =
� G ( S )
G ( S ) � f ( y q ) + 1

.

( 5) 计算 �( �R ) 的值:

�( �R ) = G( j �R ) { f�( y q )
2
[
1
4H ( 0) +

1
8
H ( j2�) ] -

1
8
f�( yq ) } . ( 1)

� � ( 6) 过- 1+ j�点画平行于�( �R ) 的向量.如果向

量 �( �R ) 与轨迹 �在充分靠近- 1+ j�的一点相交(交

点处的 �= �0 ) 并指向外侧(如图2所示) ,则反馈系统

有一频率近于 �0 的几乎是正弦的振荡, 幅值 A �

B
| �( �R ) |

.其中 B 如图 2所示定义.

2 � 实例
隧道二极管振荡电路如图 3所示,隧道二极管的伏安特性如图 4所示,则状态方程为

i
�
L = (

1
L
) uC , u

�
C =

1
c
[ g ( VB - uC ) - iL ] .

图 3� 隧道二极管振荡电路 � � � � � � � � � � � � � � � 图 4 � 隧道二极管的伏安特性

选择

G ( S) =
�

S

S
2
+ S + 1

, f ( y ) =
�

- g( u - y ) - y , ( 2)

其中 �=
�

VB 为可调参数.取 L = 1, C = 1,应用该图解算法先解 G ( 0) �f ( y ) + y = 0,得平衡点 y q = 0.

代入( 2) 式得

�( j�) = [ g�( �) - 1] [
j �

( 1- �
2
) + j �

] =
- �

2
- j �( 1- �

2
)

( 1 - �
2
)
2
+ �

2 . ( 3)

由( 3) 式定义得� Nyquist�轨迹, 取 �= �0 (图4中得最大值) 作于图 5a中.此时轨迹 � 与实轴交于 �R = 1

处.再计算

H ( 0) = [ G( 0) f�( �0 ) + 1]
- 1
G( 0) = 0, H ( j2) = [ G( j2) f�( �0 ) + 1]

- 1
G( j2) = - j

2
3
,

f�( 0) = - g�( �0 ) , f�( 0) = g�( �0 ) . ( 4)

将( 3) , ( 4) 式代入( 1) 式, 得

�( �R ) = �( 1) = G ( j1) { g�( �0 )
2
[
1
4
( 0) +

1
8
(- j

2
3
) ] -

1
8
g�( �0 ) } = -

1
8
g�( �0 ) -

j
12
g�( �0 )

2
.
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这是一个指向第三象限的向量.将它平移通过- 1+ j�点, 便得图 5a所示 B = 0的图形.由图解HOPF 定

理可知,当 VR = �0 时, 这个电路在 �0 = 1处开始振荡.对于其他的 �值,重复使用上述图解法可得如图

5b, 5c, 5d, 5e所示的图形.

由图 5可知,当 �0 < VR < �0 + �( �> 0是一个充分小的数) 时,隧道二极管电路有一个频率为 �0 (向

量与 �相交处) 的稳定的正弦振荡.由此可见,利用该方法得出的结论与文献[ 1]利用时域HOPF分叉定理

所得的完全一致.

a� � = �0; b � � < �0; c � � > �0 ; d� � = ��0; e� � > �0

图 5 � 隧道二极管振荡电路图解

3 � 结论
通过图解,向量与轨迹 � 在充分靠近- 1+ j�的一点相交(交点处 �= �0 ) 并指向外侧,则反馈系统

有一频率近于 �0的几乎是正弦的振荡,振荡的幅值 A � B
| �( �R ) |

. 这与Nyquist判据形式表达完全一

致.所以图解HOPF 定理可理解为一个非线性的Nyquist判据.同时,图解HOPF 定理还是一个可用于传递

函数矩阵 G( j�) 和非线性向量函数 f ( �) 的更普遍定理的推论,也可应用在微波振荡器的设计中,并可由

实验测定Nyquist轨迹.
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Abstract: By using coefficient of curvature of HOPF bifurcation theorem, in time domain is derived, and the local type

of two- dimension system of the theorem to judge the oscillat ion, a new method of analyzing the oscillation of electronic

circuits is provided. But the new means of analyzing have to include value comput ing. This article uses the arithmetic of

the HOPF bifurcat ion theorem by using graph.A series of graphes can avoid a great deal of comput ing, easily settle the

question of the oscillat ion of nonlinear circuit and provide another means of analyzing the oscillat ion of electronic cir-

cuits.
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Abstract: In this paper, the existence of Borel points of K - quasimeromorphic mappings in the unit circle is estab-

lished, the property of Borel points is discussed, and the following precise results about Borel points are obtained: there

is at least a point e
i�
0 in circle | z | = 1 such that for any �> 0 and a ( at most two exceptions) must have

lim
r� 1-

n( r , �0 , �, a)
S( r , f ) > 0

> 0.
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