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摘 � 要: 讨论满足 p ( 1 < p � n) 次控制增长条件的散度型非齐次 A - 调和方程组: - D� ( A
�
i ( x , u, Du) ) + Bi ( x , u,

Du) = 0, 其中 i = 1, � , N , 通过建立逆 H�lder不等式, 得出该方程组弱解的局部 W1, q - 正则性及局部H�lder 连续性.
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A - 调和方程和方程组

D �A
�
i ( x , u, Du) + Bi ( x , u, Du ) = 0 � � i = 1, � , N , ( 1)

其中 A �i ( x , u, Du) 和 B i ( x , u, Du) 满足 p 次控制增长条件.近年来, 对其弱解的正则性研究, GIAQU INTA M [1] 得到了方程组

( 1) 在 p = 2 时的局部 W1, q( q > 2) - 正则性; SCHULZ F[2] 和周树清等[ 3] 分别得出了 p = 2, A �i ( x , u, Du) = a��( x , u,

Du) D�u
i , B i ( x , u, Du) = D�f

�
i+ g i 时方程组( 1) 的Lipschitz解与H�lder连续解的 C1, �- 正则性;谭中[ 4] 和冉启康[5] 分别得

到了 N = 1, A ( x , u, Du) = | Du | p- 2Du + f ( x ) 及 A ( x , u, Du) = | Du | p- 2Du + F( x , u) 时方程(组) ( 1) 的局部 C1, � - 正

则性;郑神州[ 6] 在 B i ( x , u, Du) = 0 及 A �i ( x , u, Du) = A �i ( x , Du) 且 A �i ( x , Du) 关于 Du 是齐次的以及单调的假设下得出

了方程组( 1) 的部分 C0, �- 正则性; CAFFARELLI等[7] 利用Calder � n- Zygmund分解定理以及逼近理论得出了 B i ( x , u, Du)

= 0以及 A �i ( x , u, Du) = A �i ( x , Du) 的方程( 1) 的 W1, q - 正则性.本文中, 笔者利用文献[ 1] 中的方法,较 CAFFARELLI等[ 7]

更为简单地得出了在 B i ( x , u, Du) � 0的情况下方程组( 1) 的局部 W1, q - 正则性以及H�lder连续性, 从而推广了文献[ 1 ~

7] 中的结果.

1� 假设及主要结果
考虑散度型非齐次 A - 调和方程组

- D�A
�
i ( x , u, Du) + B i ( x , u, Du) = 0� � i = 1, � , N . ( 2)

其中 A �i ( x , u, h) 和 B i ( x , u, h) 为 Caratheodory函数, 满足

| A �i ( x , u , h) | � �1 ( | h | p- 1 + | u |
p- 1
p
r + f i� ) , ( 3)

| B i ( x , u , h) | � �2 ( | h | p (1-
1
r

) + | u | r- 1 + f i ) , ( 4)

其中,当 1 < p < n 时, r =
np

n - p
,当 p = n 时, r 为大于 p 的任何数; f i� , f i 满足适当的可积性条件.

A �i ( x , u, h) h i
� � � | h | p , ( 5)

其中 � > 0, �1 , �2 � 0 为常数.

� � 定义 1� 称 u � W1, p ( � , RN ) 为方程组( 2) 的弱解, 是指
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�� [ A �i ( x , u , Du) D ��
i + B i ( x , u, Du) �i ] dx = 0 ( 6)

对所有 � � W 1, p
0 ( � , RN ) 都成立.

� � 定理 1� 假设( 3) 至( 5) 式成立, 且 f i� � L �( � ) , f i � L s ( � ) , � >
p

p - 1
, s >

r
r - 1

,则存在 1 个数 q > p ,使得若 u �

W1, p ( � , RN ) 为方程组( 2) 的弱解,则 u � W 1, q
loc ( � , RN ) . 更一般地,若 BR /2 � BR � � ,当 R < R0 时, 有

[�B
R/ 2

( | Du | p + | u | r )
q
p dx ]

1
q � C{ [�B

R

( | Du | p + | u | r ) dx ]
1
p + [�B

R

( F p + f p )
q
p dx ] } .

记�B
R

f dx =
1

| BR |�B
R

f dx , F = ( �
i�

f 2
i� )

1
2(p- 1) , f = Rn(

1
r -

1
p )+ 1(�B

R

| f |
r

r- 1 dx ) 1-
1
r -

1
p | f |

r
p ( r- 1) , | f | = ( �

i

f 2
i )

1
2 ; BR 表示以

x 为圆心, R 为半径的球;这里 C = C( n, �, �1 , �2, q) , R0 是依赖于 u 的常数.

利用 Sobolev 定理可有如下推论:

推论 1� 在定理 1 的假设条件下,若 p = n, 则 u 是局部 H� lder连续的.

2� 定理的证明
证明 � 证明过程中, C 代表仅依赖于已知常数的不同常数.记 f = ( f i ) , F = ( f i� ) . 取 � � C �0 ( BR ) , 0 � � � 1,在 BR�2

上, � � 1, | D� | �
C
R , 在( 6) 式中取 � = �p ( u - uR ) 为试验函数, 其中 uR = �BR

udx , 得

��B
R

�p | Du | p dx � p�1�B
R

�p- 1 | D� | | u - uR | | Du | p- 1dx + p�1�B
R

�p- 1 | D� | | u - uR | | u |
( p- 1) r

p dx +

p�1�B
R

�p- 1 | D� | | u - uR | | F | dx + �2�B
R

�p | Du | p (1-
1
r

) | u - uR | dx +

�2�B
R

�p | u | r- 1 | u - uR | dx + �2�B
R

�p | f | | u - uR | dx .

� � 现在来估计以上各式:

�B
R

�p- 1 | D� | | u - uR | | Du | p- 1 dx � (�B
R

�p | Du | p dx )
1
p (�B

R

| D� | p | u - uR | p dx )
p- 1
p �

�1�BR �
p | Du | p dx +

C
�1�BR | D� | p | u - uR | p dx ;

�B
R

�p- 1 | D� | | u - uR | | u |
( p- 1) r

p dx � C�B
R

| u | r dx + C�B
R

| D� | p | u - uR | p dx ;

�B
R

�p- 1 | D� | | u - uR | | F | dx � C�B
R

| F |
p

p- 1 dx + C�B
R

| D� | p | u - uR | p dx ;

�B
R

�p | Du | p (1- 1
r

) | u - uR | dx � (�B
R

| u - uR | r dx )
1
r (�B

R

| Du | p dx ) 1- 1
r �

CRn( 1
r

- 1
p

)+ 1 (�B
R

| Du | p dx )
1
p

- 1
r�B

R

| Du | p dx ;

�B
R

�p | u | r- 1 | u - uR | dx � (�B
R

| u - uR | r dx )
1
r (�B

R

| u | r dx )
r- 1
r �

CR r[ n(
1
r -

1
p )+ 1] (�B

R

| Du | p dx )
r
p - 1 �

�B
R

| Du | p dx + C�B
R

| u | r dx ;

�B
R

�p | f | | u - uR | d x � (�B
R

| u - uR | r d x )
1
r (�B

R

| f |
r

r- 1 d x )
r- 1
r � C Rn( 1

r
- 1

p
)+ 1 �

(�B
R

| Du | p dx )
1
p (�B

R

| f |
r

r- 1 dx )
r- 1
r � ��B

R

| Du | p dx +

C
�
Rp [ n( 1

r
- 1

p
)+ 1] (�B

R

| f |
r

r- 1 dx )
p ( r- 1)

r .

� � 取合适的 �1 ,由以上各式可得
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�B
R�2

| Du | p dx � CR- p�B
R

| u - uR | p dx + C�B
R

| u | r dx + C[ �+ Rn(
1
r -

1
p )+ 1 (�B

R

| Du | p dx )
1
p-

1
r +

R r[ n(
1
r

-
1
p

)+ 1] (�B
R

| Du | p dx )
r
p

- 1 ]�B
R

| Du | p dx + C�B
R

| F |
p

p- 1 dx +

CRp [ n(
1
r

-
1
p

)+ 1] (�B
R

| f |
r

r- 1 dx )
p ( r- 1)

r . ( 7)

� � 现在估计�B
R

| u | r dx ,

�B
R

| u | r dx � C�B
R

| u - uR | r dx + C�B
R

| uR | r dx � CR r[ n( 1
r

- 1
p

)+ 1] �

(�B
R

| Du | p dx )
r
p

- 1�B
R

| Du | p dx +

C | BR | (�B
R

| u | r q
p dx )

p
q , ( 8)

这里 1 < q < p .

� � 令 F = | F |
1

p- 1 , f = Rn(
1
r -

1
p )+ 1 (�B

R

| f |
r

r- 1 dx ) 1-
1
r -

1
p | f |

r
p ( r- 1) , 在( 7) 式两边各加上�B

R�2

| u | r dx , 并利用( 8) 式得

�B
R�2

( | Du | p + | u | r ) dx � CR- p�B
R

| u - uR | p dx + C | BR | (�B
R

| u | r
q
p dx )

p
q + C�B

R

(F p + f p ) dx +

C[ �+ Rn(
1
r -

1
p )+ 1(�B

R

| Du | pdx )
1
p-

1
r + Rr[ n(

1
r -

1
p )+ 1] �

(�B
R

| Du | p dx )
r
p - 1]�B

R

| Du | p dx . ( 9)

� � 注意到,当 n > p 时,
r
p

- 1,
1
p

-
1
r

> 0,当 n = p 时, n(
1
r

-
1
p

) + 1 > 0.于是由 Lebesgue 绝对连续性定理可知,

( 9) 式中�B
R

| Du | p dx 的系数在R � 0 时,趋近于 C�. 因而,两边同除以 Rn , 并且令 q =
np

n + p
, 使用Sobolev - Poincar�不等

式,同时取 �适当小,当 R � R0 时, 得到

�B
R /2

( | Du | p + | u | r ) dx � C [�B
R

( | Du | p + | u | r
q
p ) dx ]

p
q + C�B

R

( F p + f p ) dx +

1
2�B

R

( | Du | p + | u | r ) dx .

于是由下面的命题可知结论成立.

命题 1[1] � 设 Q 是一个n 维方体.假设对每一个 x 0 � Q 和每一个R <
1
2

dist( x 0 ,�Q ) � R0 , 都有

�Q
R

( x
0

)
gq dx � b(�Q

2R
( x

0
)
gdx ) q + C�Q

2R
(x

0
)
f q dx + ��Q

2R
( x

0
)
gq dx ,

其中 R0 , b , C , �是满足 b, C > 1, R0 > 0, 0 � � � 1的常数, 则存在仅依赖于 R 0, b, C , �, q , n 的正常数�和 c, 使得对 p �

[ q, + �) , 有 g � Lploc ( Q) ,且对 � R < R0 , Q 2R � Q ,有

�Q
R

gqdx � c[ (�Q
2R

gq dx )
1
q + (�Q

2R

f p dx )
1
p ] .
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摘� 要:应用类椭圆函数建立了非线性迟滞隔振系统的动力学模型, 并导出了系统动力学模型的实用表达式. 该模型

由非线性刚度和非线性阻尼构造而成,模型中各个参数具有明确的物理意义,各阶刚度系数能很好地描述系统中存在的线

性和非线性特性,而阻尼函数能很好地描述系统的迟滞和耗能特性. 模型中含有待辨识的阻尼成分函数 ,该函数能反映系

统中可能存在的高阶阻尼、粘性阻尼和干摩擦阻尼等各种阻尼成分. 由于在模型中将阻尼项表示为位移的函数, 因而减少

了测量工作量,方便了数值计算. 应用动力学模型重构了非线性迟滞隔振系统的恢复力- 位移回线, 结果表明理论回线与

实验回线吻合得很好.

关键词:动力学模型; 非线性迟滞隔振系统;类椭圆函数;阻尼
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Abstract: This paper studies non- homogeneous A- harmonic systems of divergence form- D�A
�
i ( x , u , Du) + B i

( x , u, Du) = 0( i= 1, � , N ) , satisfying p ( 1< p � n ) , power controllable growth conditions. By constructing reverse

H�lder inequlity, local W
1, q

- regularity and H�lder continuity of the weak solut ions to above systems are obtained.

Key words: non- homogeneous A- harmonic; local W
1, q

- regularity; local H�lder continuity; reverse H�lder inequlity
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