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摘� 要:讨论了服从中心极限定理的复值随机变量序列及 m 元实值随机变量序列的性质, 得到与中心极限定理有关

的几个定理.
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设( �i , i � 1) 是概率空间( �, F, P ) 上的实值随机变量序列, 对每个自然数 n, D ( �
n

i= 1
�i ) 存在且不为

0, 令

Bn = D ( �
n

i= 1

�i ) , �n = B
- 1
n [ �

n

i= 1

�i - E ( �
n

i= 1

�i ) ] ,

如果对每个实数 x ,有

lim
n� �

P ( �n < x ) = �
x

� �

1

2�
exp(-

1
2
u

2
) du,

则称( �i , i � 1) 服从中心极限定理.
[ 1]

由文献[ 2] 第 384页的定理 10. 25知,上述收敛对 x � (- � , � ) 是一致成立的.

定理 1� 设实值随机变量序列( �i , i � 1) 服从中心极限定理,则对 n � 1存在与 �n 同分布的实值随

机变量 ��n ,并存在服从标准正态分布 N ( 0, 1) 的实值随机变量 �, 使( ��n , n � 1) 依概率收敛到 �.

证明 � 由文献[ 3] 中的定理即可得证.

定理 2� 设实值独立随机变量序列( �i , i � 1) 服从中心极限定理,则存在服从标准正态分布 N ( 0, 1)

的实值随机变量 �,使( �n , n � 1) 以概率 1收敛到 �.

证明 � 由文献[ 4] 第 146页的定理2. 5知, ( �n , n � 1) 以概率1收敛到某实值随机变量 �,由文献[ 2]

第383页的定理 10. 24知, ( �n , n � 1) 依分布收敛到 �,由文献[ 2] 第 382页知, �服从标准正态分布N ( 0,

1) .证毕.

设( Z i , i � 1) 是概率空间( �, F, P ) 上的复值随机变量序列, X i , Yi 分别是Z i 的实部和虚部( i � 1) ,

对每个自然数 n, D ( �
n

i= 1

X i ) 与 D ( �
n

i= 1

Yi ) 皆存在,且皆不为 0,令

Bn1 = D ( �
n

i= 1

X i ) , Bn2 = D ( �
n

i= 1

Yi ) , j = - 1,
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以 Fn ( x , y ) 表示 Wn 的分布函数,如果对 x , y � (- � , � ) ,有
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则称( Z i , i � 1) 服从中心极限定理.
[ 5]

定理 3� 设( Zi , i � 1) 是复值随机变量序列, X i , Yi 分别是Z i 的实部和虚部( i � 1) ,如果( Z i , i � 1)

服从中心极限定理, 则( X i , i � 1) 与( Yi , i � 1) 皆服从中心极限定理.

证明 � 对 n � 1,以 �n ( t1 , t2 ) 表示 Wn 的特征函数, 以 �n1 ( t1 ) , �n2 ( t 2 ) 分别表示 Wn 的实部和虚部

的特征函数,由文献[ 5] 中的引理,有

lim
n� �
�n1 ( t 1 ) = lim

n� �
�n ( t 1 , 0) = exp(-
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2
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于是,由文献[ 6] 第 34页的定理 3. 3得证.

定理4� 设( Z i , i � 1) 是复值随机变量序列, X i , Yi 分别是Z i 的实部与虚部( i � 1) ,且存在充分大的

自然数N ,当 i � N 时, X 1 , � , X i , Y1 , � , Yi 相互独立, 如果( X i , i � 1) 与( Yi , i � 1) 皆服从中心极限定

理,则( Zi , i � 1) 服从中心极限定理.

证明 � �n ( t 1 , t 2 ) , �n1 ( t 1 ) , �n2 ( t 2 ) 同定理 3,注意到 Wn 的实部与虚部相互独立( n � 1) , 得

l im
n� �
�n ( t 1 , t 2 ) = l im

n� �
�n1 ( t 1 ) �n2 ( t 2 ) = [ exp(-

1
2
t
2
1 ) ] [ exp(-
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2
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2
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2
( t

2
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2
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于是,由文献[ 5] 中的引理得证.

定理 5� 设( Zi , i � 1) 是复值随机变量序列, X i , Yi 分别是Z i 的实部与虚部( i � 1) ,如果( X i , i � 1)

与( Yi , i � 1) 皆服从中心极限定理,则对 n � 1,存在与 Wn 的实部�n1同分布的实值随机变量 ��n1 ,存在与

Wn 的虚部�n2 同分布的实值随机变量 ��n2 , 并存在服从标准正态分布 N ( 0, 1) 的实值随机变量 �, �, 使

( W�n , n � 1) 依概率收敛到 �+ j�,其中 W�n = ��n1 + j ��n2 , j = - 1.

证明 � 由定理 1及文献[ 7] 中的引理得证.

系 � 设( Zi , i � 1) 是复值随机变量序列,如果( Zi , i � 1) 服从中心极限定理,由定理5中的结论成立.

证明 � 由定理 3,定理 5得证.

为证下一个定理,先证如下引理:

引理1� 如果复值随机变量序列( Zi , i � 1) 以概率1收敛到复值随机变量 Z ,则( Z i , i � 1) 依分布收

敛到 Z.

证明 �X i , Yi 分别表示Z i 的实部和虚部( i � 1) ,以X , Y分别表示Z的实部和虚部, 以g i ( t1 , t 2 ) 表示

Z i 的特征函数, 以 g ( t 1 , t2 ) 表示 Z 的特征函数,以 j表示 - 1, 则

g i ( t 1 , t 2 ) = E exp[ j( t 1X i + t 2 Yi ) ] = Ecos( t 1X i + t 2 Yi ) + jEsin( t 1X i + t 2 Yi ) =

�� cos( t 1X i + t2 Yi ) P ( d�) + j�� sin( t 1X i + t2 Yi ) P ( d�) .

由控制收敛定理及文献[ 8] 中的引理 1,得

lim
i � �

gi ( t 1 , t2 ) = �� cos( t 1X + t2 Y) P( d �) + j�� sin( t 1X + t 2 Y) P ( d�) =

E exp[ j( t 1X + t 2 Y) ] = g( t 1 , t 2 ) .

再由文献[ 6] 第 59 - 60页的定理 7. 5及第 16页的定理 3. 6,引理 1得证.

定理6� 设( Z i , i � 1) 是复值随机变量序列, X i , Yi 分别是Z i 的实部与虚部( i � 1) ,且存在充分大的

自然数N ,当 i � N 时, X 1 , � , X i , Y1 , � , Yi 相互独立, 如果( X i , i � 1) 与( Yi , i � 1) 皆服从中心极限定
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理, 则存在复值随机变量 Z , Z的分布函数是二维标准正态分布N ( 0, 1; 0, 1; 0) 的分布函数,使( Wn , n � 1)

以概率1收敛到 Z.

证明 � 由假设知, ( X i , i � 1) 与( Yi , i � 1) 都是实值独立随机变量序列.对 n � 1,以 �n1 , �n2分别表

示 Wn 的实部和虚部,由定理 2知,存在服从标准正态分布N ( 0, 1) 的实值随机变量 �, �,使

lim
n� �
�n1 = �( a. s. ) , l im

n� �
�n2 = �( a. s. ) ,

令 Z = �+ j�, j = - 1,由文献[ 8] 中的引理1得 lim
n� �

Wn = Z( a. s . ) .以 �n ( t1 , t2 ) 表示 Wn 的特征函数

( n � 1) ,以 �( t1 , t 2 ) 表示 Z的特征函数,由引理1及文献[ 6] 第60页的定理7. 6得 lim
n� �
�n ( t1 , t 2 ) = �( t 1 ,

t 2 ) , 由定理 4知, ( Z i , i � 1) 服从中心极限定理, 由文献[ 5] 中的引理得

lim
n� �
�n ( t 1 , t2 ) = exp[-

1
2
( t

2
1 + t

2
2 ) ] ,

于是

�( t 1 , t2 ) = exp[-
1
2 ( t

2
1 + t

2
2 ) ] ,

从而 Z 服从二维标准正态分布N ( 0, 1; 0, 1; 0) .定理 6证毕.

系 � 设( Z i , i � 1) 是复值随机变量序列, X i , Yi 分别是Z i 的实部与虚部( i � 1) ,且存在充分大的自

然数 N ,当 i � N 时, X 1 , � , X i 与Y1 , � , Yi 相互独立, 如果( Z i , i � 1) 皆服从中心极限定理,则定理6中

的结论成立.

证明 � 由定理 3,仿定理 6可得证.

设m 是自然数,对 l = 1, � , m ( X li , i � 1) 是实值随机变量序列, 对 n � 1, l = 1, � , m , D ( �
n

i= 1

X li ) 皆

存在且皆不为 0,令

Bnl = D ( �
n

i= 1
X li ) , Ynl = B

- 1
nl [ �

n

i= 1
X li - E( �

n

i= 1
X li ) ] ,

以 Fn ( x 1 , � , x m) 表示( Yn1 , � , Ynm ) 的分布函数,如果对( x 1 , � , x m) � (- � , � ) 有

lim
n� �

Fn ( x 1 , � , xm ) = �
x
1
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x
m
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( 2�)
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exp(-
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l ) du1 � dum ,

则称 m 个实值随机变量序列( X li , i � 1, l = 1, � , m) 服从 m 元中心极限定理
[ 9]
; 1元中心极限定理即实

值随机变量序列的中心极限定理.

定理 7� 如果 m 个实值随机变量序列( X li , i � 1, l = 1, � , m) 服从 m 元中心极限定理,则( X li , i �

1) , � , ( Xmi , i � 1) 皆服从中心极限定理.

证明 � 以 �n ( t 1 , � , tm ) 表示 Fn ( x 1 , � , x m ) 的特征函数,以 �n1 ( t 1 ) 表示 Yn1 的特征函数,则

�n1 ( t 1 ) = �n ( t 1 , 0, � , 0) ,

由文献[ 9] 中的引理得

lim
n� �
�n ( t 1 , 0, � , 0) = exp(-

1
2 t

2
1 ) ,

再由文献[ 6] 第34页的定理3. 3知, ( X li , i � 1) 服从中心极限定理.类似可证( X zi , i � 1) , � , ( Xmi , i � 1)

皆服从中心极限定理.证毕.

定理 8� 设( X li , i � 1, l = 1, � , m ) 是 m个实值随机变量序列,且存在充分大的自然数 N , 当 i � n

时, X l1 , � , X 1i , � , X m1 , � , Xmi 相互独立,如果( X 1i , i � 1) , � , ( Xmi , i � 1) 皆服从中心极限定理,则( X li ,

i � 1, l = 1, � , m ) 服从 m 元中心极限定理.

证明 � 对 l = 1, � , m ,以 �nl ( t 1 ) 表示 Ynl 的特征函数,由文献[ 6] 第 32- 33页的定理 3. 1, 有

lim
n� �
�nl ( tl ) = exp(-

1
2
t
2
l ) ,

75第 2期� � � � � � � � � � � � � � 陈� 冬,等: 关于中心极限定理的注记



由假设知, Yn1 , � , Ynm 相互独立, 从而

�n ( tl , � , tm) = �
m

l = 1

�nl ( tl ) ,

于是得

lim
n� �
�n ( t 1 , � , tm ) = exp(-

1
2 �

m

l= 1
t
2
1 ) ,

当 m = 1时, 由文献[ 6] 第 34页的定理 3. 3得证,当 m � 2时,由文献[ 9] 中的引理得证.证毕.

定理 9� 设( X li , i � 1, l = 1, � , m) 是 m 个实值随机变量序列,如果( X 1i , i � 1) , � , ( X mi , i � 1) 皆

服从中心极限定理,则对 l = 1, � , m , n � 1,存在与 Ynl 同分布的实值随机变量Y�nl ,并存在服从标准正态

分布 N ( 0, 1) 的实值随机变量 �l , 使( Y�nl , n � 1) 依概率收敛于 �l .

证明 � 由定理 1得证.

系 � 如果 m个实值随机变量序列( X li , i � 1, l = 1, � , m ) 服从 m元中心极限定理, 则定理9中的结

论成立.

证明 � 由定理 7,定理 9得证.

定理10� 设( X li , i � 1, l = 1, � , m ) 是 m个实值随机变量序列,如果( X li , i � 1) , � , ( Xmi , i � 1) 皆

服从中心极限定理, 且对 l = 1, � , m存在充分大自然数N ( l ) ,当 i � N ( l ) 时, X l1 , � , X li 相互独立,则存

在服从标准正态分布N ( 0, 1) 的实值随机变量 �1 , � , �m, 使( X li , i � 1) 以概率1收敛到 �l ( l = 1, � , m ) .

� � 证明 � 由假设知,对 l = 1, � , m , ( X li , i � 1) 都是实值独立随机变量序列.于是,由定理 2得证.

系 � 如果 m个实值随机变量序列( X li , i � 1, l = 1, � , m) 服从 m元中心极限定理, 且对 l = 1, � ,

m ,存在充分大的自然数 N ( l ) ,当 i � N ( l ) 时, X l1 , � , z li 相互独立, 则定理 10中的结论成立.

证明 � 由定理 7,定理 10得证.

注 � 2个实值随机变量序列服从二元中心极限定理同复值随机变量序列服从中心极限定理是一致的.
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Notes on Central Limit Theorems
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Abstract: Several theorems associated with central limit theorems are derived, when we discussing the propert ies of

complex random variable sequence and m- dimension real random variable sequence that keeping the central limit

theorems.

Key words: central limit theorem; convergence in accordance with probability; almost certain convergence
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