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摘要：使用现代李群的分析方法，讨论传统计算流体力学中的有限差分格式高阶项效应所对应的群结构、群分类，

以及对应的群不变解问题．有助于从对称性角度理解传统计算流体力学中有限差分格式的离散差分效应．
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　　传统计算差分格式的稳定性分析的本质困难在
于方程的非线性，并且解具有间断特征．传统分析方
法一般采用局部冻结系数的线性化方法，该方法得

到的稳定性和耗散性条件是必要的，但不充分．大量
数值试验和理论分析结果表明，采用该方法得到的

格式在用于守恒型问题计算时，仍可能会发生如下

异常现象：激波振荡、非线性不稳定、非物理解．这些
异常现象是目前激波捕捉法计算中存在的３个主要
问题．因此，有必要从理论上找出这些异常现象产生
的原因和条件，找到更为精确的分析方法，才可能构

造出更具有普遍意义的格式．
在非线性分析方法中，李群的研究方法具有独

特意义．受群论在代数和几何学中所取得的巨大突

破的启发，挪威数学家 Ｌｉｅ首先把群论的方法引入
到微分方程的研究中，从此人们开始把群论的观点

和方法广泛地应用到自然科学的各个领域．在群论
的发展过程中，Ｙａｎｅｎｋｏ等［１］首先提出了差分算子

的群分类问题．按照差分算子是否满足微分算子的
对称条件，可以将差分算子分为２类：一种是满足对
称性的格式；另一种是不满足对称性的格式．群分类
的主要思想是要求差分格式更多地反映原微分方程

的内在性质［２９］．在计算空气动力学研究领域，冉
政［１０］首先利用 Ｌｉｅ变换群理论，对有关的 Ｌａｘ
Ｗｅｎｄｒｏｆｆ格式进行了非线性行为分析，发现了 Ｌａｘ
Ｗｅｎｄｒｏｆｆ格式所得到的波后振荡与对称性的联系．
这种分析方法的最主要优点在于能直接对完全的非
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线性、非定常问题进行分析．文献［１１］进一步利用
该方法对有关差分解的激波波动问题进行了讨论，

并对已有的线性化分析结果进行评估和拓展，初步

显示了该方法的合理性；另外，首次用该方法对ＴＶＤ
（ｔｏｔａｌｖａｒｉａｔｉｏｎｄｉｍｉｎｉｓｈｉｎｇ）格式的有关熵条件进行
阐述，得到了新的理论．目前，该方法已经推广到更
一般的守恒型差分格式的对称性问题［１２］、孤立波计

算［１３］等领域．已有研究表明［１０１６］，现有的计算空气

动力学研究领域中，计算激波的有关方法在一定程

度上都与一定的对称性问题有比较微妙的关联．特
别地是，有证据表明，差分计算的非物理波动机制与

对称性的保持与否有关，这些新的研究进展使得从

对称性角度实现有关算法的非线性性质刻画成为可

能．而进一步设计出能保持对称性质的新算法将是
计算空气动力学中的一个重要的新的研究课题．

微分方程的对称性质是一个非常重要的问题，

因为物理问题的守恒性质必与一定的对称性质相关

联．很自然地，差分格式也需要满足这种对称性质．
然而，并非所有的差分格式都具有这种特性．对于传
统的差分方法，一般以修正方程加以讨论，在线性范

围内，可以得到差分格式的耗散性、色散性等．但是，
这些性质仅适用于线性问题．而一个需要研究的问
题是差分方程的群性质．本工作的研究成果将对于
从物理角度理解离散效应的群结构变化有所贡献．

１　模型方程
本工作讨论的模型方程为如下线性波动方程：

ｕｔ＋ａｕｘ ＝０， （１）
式中，ａ＞０，且 ａ为常数，其中一阶精度的差分方程
修正方程为

ｕτ＋ａｕｘ ＝ｖ２ｕｘｘ， （２）
二阶精度的差分方程修正方程为

ｕτ＋ａｕｘ＋ｖｕｘｘｘ ＝０． （３）

２　一阶精度的差分方程的群分类
对于方程（１），已知的无穷小生成元分别为
Ｕ１ ＝ｔ，Ｕ２ ＝ｘ，Ｕ３ ＝ｘｘ＋ｔｔ，

Ｕ４ ＝ｔｘ＋ｘｔ． （４）
　　对于一阶差分格式（２），按照标准的计算方法
可以得到６个无穷小生成元，分别为

Ｖ１ ＝ｔ， （５）

Ｖ２ ＝ｔｔ＋
１
２ｘｘ＋

１
４ｋ（ｘ－ｔ）ｕｕ， （６）

Ｖ３ ＝
１
２ｔ
２ｔ＋

１
２ｘｔｘ＋

－１８ｋｘ
２＋１４ｋｘｔ－

１
４ｔ－

１
８ｋｔ( )２ ｕｕ， （７）

Ｖ４ 槡＝ ｋｘ＋
１
２槡ｋ
ｕｕ， （８）

Ｖ５ 槡＝ ｋｔｘ＋
１
２槡ｋ
（ｔ－ｘ）ｕｕ， （９）

Ｖ６ ＝ｕｕ， （１０）

式中，ｋ＝
ν２
ａ．李代数结构如表１所示．

表１　一阶差分格式的李代数结构表
Ｔａｂｌｅ１　Ｌｉｅａｌｇｅｂｒａｏｆｔｈｅｆｉｒｓｔｏｒｄｅｒｓｃｈｅｍｅ

Ｖ１ Ｖ２ Ｖ３ Ｖ４ Ｖ５ Ｖ６

Ｖ１ ０ Ｖ１－
１
４ｋＶ６ Ｖ２－

１
４Ｖ６ ０ Ｖ４ ０

Ｖ２ Ｖ１－
１
４ｋＶ６ ０ Ｖ３ －１２Ｖ４

１
２Ｖ５ ０

Ｖ３ Ｖ２－
１
４Ｖ６

Ｖ３ ０ －１２Ｖ５ ０ ０

Ｖ４ ０ －１２Ｖ４ －１２Ｖ５ ０ －１２Ｖ６ ０

Ｖ５ Ｖ４
１
２Ｖ５ ０ －１２Ｖ６ ０ ０

Ｖ６ ０ ０ ０ ０ ０ ０

　　对于对称算子Ｖ２，相似变量ζ＝
ｘ２
ｔ，相似解的形

式为

ｕ１ ＝ｆ（ζ）ｅｘｐ
１
２ｋｘ－

ｔ( ){ }２
， （１１）

式中，ｆ（ζ）＝ｃ２＋２槡ｋ槡πｃ１ｅｒｆ 槡
ζ
２槡( )ｋ，ｃ１，ｃ２为积分

常数．
行波解及相似变量分别为

ｙ＝ｘ－ｃｔ，ｕ２ ＝ｃ３＋
ｃ４ｋ
１－ｃｅｘｐ

１－ｃ
ｋ{ }ｙ，　（１２）

式中，ｃ３，ｃ４为积分常数，ｃ＞０．图１是２种不同解在
ｔ＝１时刻数值计算结果的比较．

３　二阶精度的差分方程的群分类

对于二阶精度差分格式，其修正方程为式（３）．
为了研究方便，引入如下变换方程：

５６
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图１　２种不同解在ｔ＝１时刻的比较，ｃ＝０．５
Ｆｉｇ．１　Ｃｏｍｐａｒｉｓｏｎｏｆｔｗｏｄｉｆｆｅｒｅｎｔｓｏｌｕｔｉｏｎｓａｔｔ＝１，ｃ＝０．５

ｕτ＋ａｕｘ＋ｖｕｘｘｘ ＝０，
１
ａｕτ＋ｕｘ＋

ｖ
ａｕｘｘｘ ＝０，

ｕｔ＋ｕｘ＋μｕｘｘｘ ＝０，
μ＝ｖ／ａ，ｔ＝ａτ． （１３）

对方程（１３）作无穷小变换，即
ｘ＝ｘ＋εξ（ｘ，ｔ，ｕ）＋Ｏ（ε２），
ｔ＝ｘ＋ετ（ｘ，ｔ，ｕ）＋Ｏ（ε２），
ｕ＝ｘ＋εη（ｘ，ｔ，ｕ）＋Ｏ（ε２）

{
．

（１４）

　　若成立强对称条件τｘ＝０，则可以简化如下具有
二阶格式的对称算子：

Ｖ１ ＝Ｕ１，

Ｖ２ ＝Ｕ２，

Ｖ３ ＝Ｕ３＋２ｔ（Ｕ１－Ｕ２
{

），

（１５）

其中 Ｕ４没有对应结果．Ｄｉｌａｔａｔｉｏｎ对称得到部分
满足．

对应的Ｌｉｅ代数计算如下：
［Ｖ１，Ｖ２］＝ｔｘ－ｘｔ＝０， （１６）

［Ｖ１，Ｖ３］＝３Ｖ１＋２Ｖ２， （１７）

［Ｖ２，Ｖ３］＝Ｖ２， （１８）
最终可以得到如表２所示的乘法表．

表２　二阶差分格式的群分类（强对称）

Ｔａｂｌｅ２　Ｇｒｏｕｐｃｌａｓｓｉｆｉｃａｔｉｏｎｏｆｔｈｅｓｅｃｏｎｄｏｒｄｅｒｓｃｈｅｍｅ

（ｓｔｒｏｎｇｓｙｍｍｅｔｒｉｅｓ）

Ｖ１ Ｖ２ Ｖ３
Ｖ１ ０ ０ ３Ｖ１＋２Ｖ２
Ｖ２ ０ ０ Ｖ２
Ｖ３ ３Ｖ１＋２Ｖ２ Ｖ２ ０

　　对于对称算子 Ｖ３，相似变量 ζ＝ｔ
－１／３（ｘ－ｔ），相

似解的形式为

ｕ１ ＝ｃ３ [＋ ζ（４π（ｃ１＋槡３ｃ２）１Ｆ２
１
３，
２
３，
４
３；
ζ３
２７( )μ＋

μ－
１
３
２ ζ（－槡３ｃ１＋３ｃ２）Γ

２( )２３ １
Ｆ (２ ２

３，
４
３，

５
３；
ζ３
２７ ) ]μ

６３槡９πΓ ( )５３ ． （１９）

行波解为ｙ＝ｘ－ｃｔ，相似解为

ｕ２ ＝ｃ４＋ 槡μ
１槡

(－ｃ
ｃ５ (ｓｉｎ １槡 －ｃ

槡μ
)ｙ －

　　ｃ６ (ｃｏｓ １槡 －ｃ

槡μ
) )ｙ ， （２０）

ｕ３ ＝ｓｉｎ（ｘ－ｔ）， （２１）
式中，ｃｉ（ｉ＝１，２，…，６）为积分常数，ｃ＞０．图２是３
种不同解在ｃ＝２时的周期和振幅．

图２　３种不同解在ｃ＝２时的周期和振幅
　Ｆｉｇ．２　Ｐｅｒｉｏｄｓａｎｄａｍｐｌｉｔｕｄｅｓｆｏｒｔｈｒｅｅｄｉｆｆｅｒｅｎｔ

ｓｏｌｕｔｉｏｎｓａｔｃ＝２

　　为研究μ因子的作用，放宽对称性条件，对ｕｘｘｘｘｘ
项作近似处理，令其满足τｘ≠０，但τｘｘ＝０．下面讨论

６６
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这一条件引入的变化．
在此对称条件下，二阶格式的对称算子为

Ｖ１ ＝Ｕ１，

Ｖ２ ＝Ｕ２，

Ｖ３ ＝Ｕ３＋２ｔ（Ｕ１－Ｕ２），

Ｖ４ ＝Ｕ４－４ｔ（Ｕ１＋Ｕ２）










．

（２２）

其对应的Ｌｉｅ代数计算如下：
［Ｖ１，Ｖ２］＝ｔｘ－ｘｔ＝０， （２３）

［Ｖ１，Ｖ３］＝ｔ［３ｔｔ＋（ｘ＋２ｔ）ｘ］－

　［３ｔｔ＋（ｘ＋２ｔ）ｘ］ｔ＝３ｔ＋３ｔｔｔ＋

　２ｘ＋（ｘ＋２ｔ）ｘｔ－３ｔｔｔ＋（ｘ＋２ｔ）ｘｔ＝

　３ｔ＋２ｘ ＝３Ｖ１＋２Ｖ２， （２４）

［Ｖ１，Ｖ４］＝ｔ［（－４ｔ＋ｘ）ｔ－３ｔｘ］－

　［（－４ｔ＋ｘ）ｔ－３ｔｘ］ｔ＝－４ｔ＋（－４ｔ＋ｘ）ｔｔ－

　３ｘ－３ｔｘｔ－（－４ｔ＋ｘ）ｔｔ＋３ｔｘｔ＝

　 －４ｔ－３ｘ ＝－４Ｖ１－３Ｖ２， （２５）

［Ｖ２，Ｖ３］＝ｘ［３ｔｔ＋（ｘ＋２ｔ）ｘ］－

　［３ｔｔ＋（ｘ＋２ｔ）ｘ］ｘ ＝３ｔｘｔ＋ｘ＋（ｘ＋２ｔ）ｘｘ－

　３ｔｔｘ＋（ｘ＋２ｔ）ｘｘ ＝ｘ ＝Ｖ２， （２６）

［Ｖ２，Ｖ４］＝ｘ［（－４ｔ＋ｘ）ｔ－３ｔｘ］－

　［（－４ｔ＋ｘ）ｔ－３ｔｘ］ｘ ＝（－４ｔ＋ｘ）ｘｔ＋ｔ－

　３ｔｘｘ－（－４ｔ＋ｘ）ｔｘ＋３ｔｘｘ ＝ｔ＝Ｖ１， （２７）

［Ｖ３，Ｖ４］＝［３ｔｔ＋（２ｔ＋ｘ）ｘ］［（－４ｔ＋ｘ）ｔ－３ｔｘ］－

　［（－４ｔ＋ｘ）ｔ－３ｔｘ］［３ｔｔ＋（２ｔ＋ｘ）ｘ］＝

　３ｔ［（－４ｔ＋ｘ）ｔｔ－４ｔ－３ｔｘｔ－３ｘ］＋

　（２ｔ＋ｘ）［（－４ｔ＋ｘ）ｔｘ＋ｔ－３ｔｘｘ］－

　（－４ｔ＋ｘ）［３ｔ＋３ｔｔｔ＋（２ｔ＋ｘ）ｘｔ＋２ｘ］＋

　３ｔ［３ｔｔｘ＋（２ｔ＋ｘ）ｘｘ＋ｘ］＝

　２（ｔ－ｘ）ｔ＋２（ｔ－ｘ）ｘ ＝－２（Ｖ３＋Ｖ４）． （２８）
得到的乘法表如表３所示．

表３　二阶差分格式的群分类（弱对称）
Ｔａｂｌｅ３　Ｇｒｏｕｐｃｌａｓｓｉｆｉｃａｔｉｏｎｏｆｔｈｅｓｅｃｏｎｄｏｒｄｅｒｓｃｈｅｍｅ

（ｗｅａｋｓｙｍｍｅｔｒｉｅｓ）

Ｖ１ Ｖ２ Ｖ３ Ｖ４
Ｖ１ ０ ０ ３Ｖ１＋２Ｖ２ －４Ｖ１－３Ｖ２
Ｖ２ ０ ０ Ｖ２ Ｖ１
Ｖ３ ３Ｖ１＋２Ｖ２ Ｖ２ ０ －２（Ｖ３＋Ｖ４）
Ｖ４ －４Ｖ１－３Ｖ２ Ｖ１ －２（Ｖ３＋Ｖ４） ０

４　结 束 语
传统的计算流体力学理论即使在求解的方程是

线性方程的情况下，大多关注的只是差分格式的耗

散性以及色散性问题，而目前有关差分格式的非线

性稳定性理论仍然有待发展．本工作以通常情况下
计算流体力学理论所研究的方程为背景，详细地给

出了有关的群分类计算，对比模型方程不难看出离

散条件下的群的演变．另外，群分析的优势在于非线
性问题的处理，有关这方面的工作还在进行当中．
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