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　　近年来，人们已经较为深入地研究了凸规划问
题，并且给出的方法大多非常有效［１］．但是，对于在
生活中有着很强实际应用背景的一些问题，如金融

经济［２３］、工程设计和非线性系统的鲁棒稳定性分

析［４］等却只能表示为非凸规划问题．虽然非凸二次
规划问题是困难的多极值全局优化问题，但仍有不

少学者在这方面取得了一定的进展［５８］．本工作主要
研究一类特殊的非凸二次规划问题———凹极小化问

题．凹极小化问题是一种比较常见的多极值优化问

题，在全局优化领域有着重要的应用．许多类型的优
化问题，如０１整数规划问题、双线性规划问题、互
补问题和某些乘积问题等都可以转化为等价的凹极

小化问题．如
（Ｐ）　ｍｉｎ　ｆ（ｘ），
ｓ．ｔ．　ｘ∈ＤＲｎ，

（１）

式中，ｆ（ｘ）∶ＲｎＲ在非空集合Ｄ上是凹的，Ｄ为Ｒｎ

中非空凸集（假设 Ｄ为多面体）．事实上，如果问题
（Ｐ）的最优值不是∝，则一定可以在 Ｄ的顶点处找
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到一点，使ｆ（ｘ）在该点取到最优值，即凹函数在多
胞形上的全局极小值一定是在多胞形的某个顶点取

到，并称该性质为极点最优性．进一步来说，当可行
域为紧凸集时，凹函数的极点最优性仍然成立．本工
作先作以下２个假设．

假设１　凹函数 ｆ（ｘ）：ＤＲ可延拓到 Ｆ（ｘ）：
ＲｎＲ，且Ｆ（ｘ）为可微函数．

假设２　凸集Ｄ为多胞形，且有非退化的顶点，
即ｉｎｔＤ≠．

下面对以上假设作进一步说明．
命题１　令ＤＲｎ是凸的，ｉｎｔＤ≠，ｆ：ＤＲ

在Ｄ上是凹函数，并且是连续的．假设‖

Δ

ｆ（ｘ）‖在
集合ＤΔ＝｛ｘ∈Ｄ：ｆ（ｘ）在 ｘ点是可微的｝上是有界
的，其中

Δ

ｆ表示 ｆ的梯度，‖·‖为欧几里得范
数，则

　Ｆ（ｘ）＝ｉｎｆ｛ｆ（ｙ）＋（

Δ

ｆ（ｙ））ｔ（ｘ－ｙ）：ｙ∈ＤΔ｝　（２）
在Ｒｎ上是凹的，且在Ｄ上，有Ｆ（ｘ）＝ｆ（ｘ）．

证明　对任意的ｙ∈ＤΔ，令

ｈｙ（ｘ）＝ｆ（ｙ）＋（

Δ

ｆ（ｙ））ｔ（ｘ－ｙ）． （３）
对于每个ｙ，ｈｙ是仿射的，Ｆ（ｘ）是仿射函数的下确
界，所以 Ｆ（ｘ）在 Ｒｎ上是凹的．对于所有的 ｘ，ｙ∈
ＤΔ，ｈｙ（ｘ）≥ｆ（ｘ）．在 ＤΔ上，有 ｈｘ（ｘ）＝ｆ（ｘ），因此，
Ｆ（ｘ）＝ｆ（ｘ）．由于ＤΔ在ｉｎｔＤ内是稠密的，根据 ｆ在
Ｄ上的连续性可知，在Ｄ上有Ｆ（ｘ）＝ｆ（ｘ）．

假设 Ｄ是多胞形，且 ｉｎｔＤ≠，显然等价于
ｄｉｍＤ＝ｎ．若ｄｉｍＤ＝ｄ＜ｎ，则可以在一个包含Ｄ的
ｄ维空间内进行讨论．

割平面的概念是由Ｇｏｍｏｒｙ在１９５８年首先提出
用来构造整数规划的算法．Ｇｏｍｏｒｙ割平面是通过不
断求解其线性规划松弛形式，构造合适的割平面，从

而去掉松弛形式的非整数解，最终找到一个整数向

量的最优解．该算法能够保证整数规划在有限步内求
得最优解．后来，Ｔｕｙ［８］又提出了一种求解凹极小化问
题的割平面，其中心思想是：基于以上２条假设，易求
得可行域Ｄ的一些可行点，通过传统的线性规划算法
（如单纯形方法）可以找到Ｄ的一个顶点ｖ１．由 ｆ（ｘ）
的可微性可知，Ｄ的发自ｖ１的边方向ｄ，由此可找到
满足ｄｔ

Δ

ｆ（ｖ１）＜０的方向ｄ．对于ｖ１的邻点ｖ２＝ｖ１＋

λｄ，可根据ｆ（ｘ）的凹性，即ｆ（ｖ２）≤ｆ（ｖ１）＋（ｖ２－ｖ１）
ｔ·

Δ

ｆ（ｖ１）（由于（ｖ２ －ｖ１）
ｔ Δｆ（ｖ１）＜０，且 ｆ（ｖ２）＜

ｆ（ｖ１）），通过转轴方法或者标准的非线性规划的局
部算法，总可以找到ｆ（ｘ）在Ｄ上的一个局部极小点

ｘ０．令γ＝ｆ（ｘ０）≥ｍｉｎ｛ｆ（ｘ）：ｘ∈Ｄ｝，由此构造超平面
Ｈ，一般称之为割或者割平面，使得对于所有的 ｘ∈
Ｄ∩Ｈ－，有ｆ（ｘ）≥γ，即试图通过割掉一部分可行
域，来保证该部分上的目标函数值不小于 ｆ（ｘ０）．若
可行域剩下的部分不为空集，则可用同样的方法应

用到剩余部分．

１　变上限积分函数方法

考虑变上限积分函数［９］

Ｆ（ｘ，ｔ）＝∫
ｔ

０
（ｆ（ｘ＋ｓｄ）－ｒ）ｄｓ， （４）

式中，ｘ为ｆ（ｘ）在可行域 Ｄ上的局部极小点，ｄ是
一个已知方向，ｒ＝ｆ（ｘ）是局部极小值．若ｆ（ｘ）为强
制函数，则Ｆ（ｘ，ｔ）也为强制函数．下面给出Ｆ（ｘ，ｔ）
的一些性质．

定理１　设 ｘ是 ｆ（ｘ）的一个局部极小点，若
ｆ（ｘ）在以 ｘ为起点，以 ｄ为方向的射线上恒有
ｆ（ｘ）≥ｒ，即对于任意的 ｓ≥０，有 ｆ（ｘ＋ｓｄ）≥ｒ，那么
函数Ｆ（ｘ，ｔ）是一个关于ｔ的增函数．

证明　对函数Ｆ（ｘ，ｔ）求导，可得
Ｆ′（ｘ，ｔ）＝ｆ（ｘ＋ｔｄ）－ｒ． （５）

由条件ｆ（ｘ）≥ｒ可知，Ｆ′（ｘ，ｔ）≥０，故 Ｆ（ｘ，ｔ）是关
于ｔ的增函数．

定理２　设 ｘ是 ｆ（ｘ）的一个局部极小点，若
ｆ（ｘ）在以ｘ为起点，以ｄ为方向的射线上存在函数
值小于ｒ的点ｘ，那么在该射线上一定存在一点 ｘ０，
使得ｆ（ｘ０）＝ｒ，并使得对应的ｔ０是函数Ｆ（ｘ，ｔ）的局
部极大点，其中ｘ０＝ｘ＋ｔ０ｄ．

证明　假设在射线上存在一点ｘ′，使得ｆ（ｘ′）＜
ｒ．因为ｆ（ｘ）连续，由介值性定理可知，在该射线上一
定存在一点ｘ０，使得

ｆ（ｘ０）＝ｒ，ｘ０ ＝ｘ＋ｔ０ｄ， （６）
并且存在ｔ０的一个邻域（ｔ０－δ，ｔ０＋δ）（δ＞０），使得
当ｔ∈（ｔ０－δ，ｔ０］时，ｆ（ｘ＋ｔｄ）≥ｒ；当 ｔ∈（ｔ０，ｔ０＋δ）
时，ｆ（ｘ＋ｔｄ）≤ｒ．

任取ｔ∈（ｔ０－δ，ｔ０］，有
Ｆ（ｘ，ｔ０）－Ｆ（ｘ，ｔ）＝

　　∫
ｔ０

ｔ
（ｆ（ｘ＋ｓｄ）－ｒ）ｄｓ≥０； （７）

任取ｔ∈（ｔ０，ｔ０＋δ），有
Ｆ（ｘ，ｔ０）－Ｆ（ｘ，ｔ）＝　　　

　　∫
ｔ

ｔ０
（ｆ（ｘ＋ｓｄ）－ｒ）ｄｓ≥０． （８）

０６
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故ｔ０为函数Ｆ（ｘ，ｔ）的局部极大点．
定理３　设ｘ是ｆ（ｘ）的一个局部极小点，对于

某个方向ｄ，若ｔ是函数 Ｆ（ｘ，ｔ）的一个平稳点，则
有ｆ（ｘ＋ｔｄ）＝ｒ．

证明　对函数Ｆ（ｘ，ｔ）求导，得到
Ｆ′（ｘ，ｔ）＝ｆ（ｘ＋ｔｄ）－ｒ． （９）

由于ｔ是Ｆ（ｘ，ｔ）的稳定点，则有
Ｆ′（ｘ，ｔ）＝ｆ（ｘ＋ｔｄ）－ｒ＝０， （１０）

即有ｆ（ｘ＋ｔｄ）＝ｒ．
下面，考虑问题

（Ｐ１）　ｍａｘ　Ｆ（ｘ，ｔ）＝∫
ｔ

０
（ｆ（ｘ＋ｓｄ）－ｒ）ｄｓ，

　ｓ．ｔ．　ｔ∈Ｒｎ．　　　　 （１１）
可以利用局部算法来求解问题（Ｐ１），这里采用
Ｎｅｗｔｏｎ算法，算法步骤如下．
　　步骤１　初始化．给定初始点 ｔｋ，误差控制 ＞
０，记ｋ＝０．
　　步骤２　收敛性验证．计算梯度

Δ

Ｆ（ｘｋ，ｔｋ），若

‖

Δ

Ｆ（ｘｋ，ｔｋ）‖≤，则停止，输出ｔｋ．
　　步骤 ３　计算 Ｎｅｗｔｏｎ方向．计算 Ｈｅｓｓｅｎ矩阵

Ｂｋ＝Ｆ″（ｘｋ，ｔｋ），牛 顿 方 向 ｅｋ＝
Ｆ′（ｘｋ，ｔｋ）
Ｂｋ

＝

ｆ（ｘｋ＋ｔｋｄｋ）－ｒ
（

Δ

ｆ（ｘｋ＋ｔｋｄｋ））
ｔｄｋ
．

　　步骤４　迭代改进．通过线搜索确定步长参数
αｋ，令ｔｋ＋１＝ｔｋ＋αｋｅｋ，置 ｋ＋１ｋ，转步骤 ２．算法
终止．

Ｎｅｗｔｏｎ算法比最速下降法的收敛速度要快，固
定步长αｋ＝１，则迭代产生的序列｛ｔｋ｝是收敛于点ｔ

的，且为二阶收敛．通过 Ｎｅｗｔｏｎ算法可以找到问题
（Ｐ１）的极大点ｔ．

２　割平面算法

首先，假设凹极小化问题（Ｐ）的可行域
Ｄ＝｛ｘ∈Ｒｎ｜Ａｘ≤ｂ｝ （１２）

是非空闭凸集，式中，Ａ为ｍ×ｎ阶矩阵，ｂ为欧式空
间的ｎ维向量．通过传统的线性规划（如单纯形法）
可求出 ｆ在 Ｄ上的一个局部极小点 ｘ０．显然有
ｆ（ｘ０）≥ｍｉｎ｛ｆ（ｘ）：ｘ∈Ｄ｝，令 γ＝ｆ（ｘ０），我们感兴趣
的区域为Ｄ（γ）＝Ｄ∩｛ｘ∈Ｒｎ｜ｆ（ｘ）＜γ｝．在求解凹
极小化问题的算法中，首要任务是在以 ｘ为起点，ｄ
为方向的射线ρ（ｘ，ｄ）＝｛ｙ：ｙ＝ｘ＋ｔｄ，ｔ≥０｝上找到

最长的线段［ｘ，ｘ＋ｔｄ］，使得对所有的ｙ∈［ｘ，ｘ＋
ｔｄ］，有ｆ（ｘ）≥γ．特别地，γ是在极小化过程中的某
一阶段得到的最佳目标函数值．在区间［ｘ，ｘ＋ｔｄ］
中，不会有比当前局部最优值更佳的最优值．若ｆ（ｘ）
为严格凹的，且上水平集Ｌ（ｆ（ｘ）；γ）＝｛ｘ：ｆ（ｘ）≥γ｝
有界，则ｙ＝ｘ＋ｔｄ是射线ρ（ｘ，ｄ）与Ｌ（ｆ（ｘ）；γ）的边
界的交．若Ｌ（ｆ（ｘ）；γ）沿ｄ无界，则ｔ＝＋∝，即在整
个射线 ρ（ｘ，ｄ）上有 ｆ（ｙ）≥γ，这时一般取 ｔ＝ｔ１，其
中ｔ１为充分大的正数．

下面给出γ扩张的定义．
定义１　令 ｆ：ＲｎＲ是凹函数，ｘ∈Ｒｎ，γ是满

足γ≤ｆ（ｘ）的实数，并且 ｔ１＞０充分大．称点 ｙ∈Ｒ
ｎ

为ｘ沿方向ｄ∈Ｒｎ＼０（相对于ｆ）的γ扩张，即ｙ＝ｘ＋
ｔｄ，其中 ｔ＝ｍｉｎ｛ｔ１；ｓｕｐ｛ｔ：ｆ（ｘ＋ｔｄ）≥γ｝｝．

由于ｆ的凹性，其上方水平集 Ｌ（ｆ（ｘ）；γ）为凸
集，所以可采用线搜索、托架二分技术等来确定 ｘ
沿方向ｄ的γ扩张．但是，在求解过程中，线搜索的
收敛速度比较慢，且收敛效果不好；托架二分技术
实质上也是线搜索中对分法的扩展，具有线搜索的

缺点．关于γ扩张可以通过求解变上限积分函数的
极大值来确定．
２．１　有效割

定义２　若Ｄ（γ）｛ｘ∈ Ｄ｜ｐ（ｘ）≥０｝成立，则
称ｐ（ｘ）为（ｆ，Ｄ）的一个γ有效割．

可以看出，γ有效割没有割去任何一个满足
ｆ（ｘ）＜γ的可行点．若对于ｆ（ｚ）＞γ的可行点ｚ∈Ｄ，
希望找到一个有效割，使得它能将点 ｚ与 Ｄ（γ）分
离，即ｐ（ｚ）＜０，对任意的ｘ∈Ｄ（γ），ｐ（ｘ）≥０．显然，
Ｄ的有效割并不是唯一的，甚至有无穷多个．

定义３　若（ｆ，Ｄ）的一个γ有效割ｐ１（ｘ）≥０去
掉的 Ｄ∩Ｌ（ｆ（ｘ）；γ）的部分比另一个 γ有效割
ｐ２（ｘ）≥０多，则称ｐ１（ｘ）≥０强于ｐ２（ｘ）≥０．

显然，我们希望得到一个最强的有效割，即为凹

性割．由问题（Ｐ）的可行域Ｄ出发，可以找到Ｄ的一
个顶点 ｖ．以 ｖ为顶点，以线性无关的向量组 ｄ１，
ｄ２，…，ｄｎ为边方向，可得到一个凸的多面锥 Ｋ＝
Ｋ（ｖ；ｄ１，ｄ２，…，ｄｎ），此时，令γ＝ｆ（ｖ）．

令ρ（ｖ，ｄｉ）＝｛ｖ＋ｔｄｉ｜ｔ≥０｝与 Ｌ（ｆ（ｘ）；γ）边界
的交点为

ｙｉ＝ｖ＋ｔｉｄｉ， （１３）

式中，ｔｉ是利用第１节求得的γ数．若Ｌ（ｆ（ｘ）；γ）有

１６
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界，则区间［ｖ，ｙｉ］是射线ρ（ｖ，ｄｉ）在Ｌ（ｆ（ｘ）；γ）中最
长的线段．由于ｙ１－ｖ，ｙ２－ｖ，…，ｙｎ－ｖ是线性无关
的，所以存在包含 ｙ１，ｙ２，…，ｙｎ的唯一的超平面Ｈ＝
Ｈ（ｙ１，ｙ２，…，ｙｎ），即

Ｈ＝｛ｘ｜ｘ＝Ｙλ＋ｖ，ｅＴλ＝１｝， （１４）
等价表示为

Ｈ＝｛ｘ｜ｅＴＹ－１ｘ＝１＋ｅＴＹ－１ｖ｝， （１５）
式中，ｅ＝（１，１，…，１）Ｔ∈Ｒｎ，λ＝（λ１，λ２，…，λｎ）

Ｔ，

Ｙ＝（ｙ１－ｖ，ｙ２－ｖ，…，ｙｎ－ｖ）是 ｎ阶矩阵，顶点 ｖ∈
Ｈ－，Ｈ－＝｛ｘ｜ｅＴＹ－１ｘ≤１＋ｅＴＹ－１ｖ｝．

定义４　称线性割ｅＴＹ－１（ｘ－ｖ）≥１为（ｆ，Ｄ）的
一个凹性有效割，简称凹性割．

定理４　对于所有的ｘ∈Ｄ∩Ｈ－，有ｆ（ｘ）≥γ．
证明　由于ＤＫ，故Ｄ∩Ｈ－包含在单纯形Ｓ＝

［ｖ，ｙ１，ｙ２，…，ｙｎ］中．凹函数ｆ在Ｓ上的最小值可在Ｓ
的一个顶点上取得，因此，有

ｍｉｎ｛ｆ（ｘ）：ｘ∈Ｄ∩Ｈ－｝≥ｍｉｎ｛ｆ（ｘ）：ｘ∈Ｓ｝＝
　ｍｉｎ｛ｆ（ｖ）；ｆ（ｙ１），ｆ（ｙ２），…，ｆ（ｙｎ）｝≥γ． （１６）
　　上面的定理说明，通过割平面式（１６），从 Ｄ中
割去Ｄ∩Ｈ－，并不会损失任何目标函数值比 γ更佳
的可行点，当ＤＨ－时，则有γ＝ｍｉｎ｛ｆ（ｘ）：ｘ∈Ｄ｝．
２．２　凹极小化问题的割平面算法

求解凹极小化问题的割平面算法步骤如下．
　　步骤１　置ＳＤ．
　　步骤２　求解问题（Ｐ）的可行域的一个非退化
顶点ｖ，即ｖ∈Ｖ（Ｓ），Ｖ（Ｓ）是多胞形 Ｓ的顶点集．找
到ｎ个线性无关的方向ｄ１，ｄ２，…，ｄｎ，以 ｖ为顶点沿
方向 ｄ１，ｄ２，…，ｄｎ，构造凸多面锥 Ｋ＝Ｋ（ｖ；ｄ１，
ｄ２，…，ｄｎ），令上界γ＝ｆ（ｖ）．
　　步骤３　构造点ｖ，相对于ｆ沿方向ｄ的γ扩张，
通过前述Ｎｅｗｔｏｎ算法求解变上限积分函数

ｍａｘ　Ｆ（ｘ，ｔ）＝∫
ｔ

０
（ｆ（ｘ＋ｓｄ）－ｒ）ｄｓ，

ｓ．ｔ．　ｔ∈Ｒｎ，
（１７）

得到最大解 ｔｉ，ｉ＝１，２，…，ｎ．若对于所有的 ｔｉ ＝
＋∝，算法终止，ｖ就是所求的全局极小点．
　　步骤４　若存在 ｉ＝１，２，…，ｎ，有 ｔｉ ＝＋∝．令

ｔｉ ＝Ｍ，其中 Ｍ是充分大的正数．求 ｙｉ＝ｖ＋ｔｉｄｉ，得

到超平面Ｈ＝｛ｘ｜ｅＴＹ－１ｘ＝１＋ｅＴＹ－１ｖ｝即为所求的
凹性割Ｈ．
　　步骤５　若 ＳＨ－，算法终止，ｖ就是所求的全

局极小点．否则，转步骤６．
　　步骤６　置ＳＳ∩Ｈ＋，转步骤２．

下面对以上算法作几点说明：步骤２可以用线
性规划的单纯形方法来求解，当ｖ是非退化顶点时，
可以找到相邻的 ｎ个邻点 ｖｉ，ｉ＝１，２，…，ｎ，故可取
ｄｉ＝ｖｉ－ｖ，ｉ＝１，２，…，ｎ，从而构造一个凸多面锥；
步骤３可以用变上限积分函数法来求解；步骤４中
的正数Ｍ在不同问题中的取值有差别，主要取决于
所求问题的数据．
２．３　割平面算法的收敛性

凹性割算法的基本原理是先选择Ｄ的一个子集
作为目标集合Ｓ，比如 Ｓ＝Ｄ（γ）．然后，确定一个凹
性有效割Ｈ＋１Ｓ．若对于ｋ＝１，２，…，可找到点 ｘ

ｋ∈
Ｄ∩Ｈ＋ｋ，且ｘ

ｋ∈Ｓ，则搜索终止；否则，对于 Ｄ的某个
覆盖｛Ｄｋ，ｊ：ｊ＝１，２，…，Ｎｋ｝，构造 Ｎｋ个凹性割，使得
对应的集合Ｈ＋ｋ，ｊ（ｊ＝１，２，…，Ｎｋ）满足

Ｈ＋ｋ ＝∩
Ｎｋ

ｊ＝１
Ｈ＋ｋ，ｊＳ， （１８）

Ｄ∩Ｈ＋ｋＤ∩Ｈ＋ｋ－１，ｘｋ∈（Ｄ∩Ｈ＋ｋ－１）＼Ｈ＋ｋ．　（１９）
最后，确定新的点ｘｋ＋１∈Ｄ∩Ｈ＋ｋ，继续搜索．

凹性割算法的搜索过程有２种结果：一是存在
某个ｋ，有ｘｋ∈Ｓ；二是得到一个无穷序列｛ｘｋ｝．称前
者为凹性割算法的有限收敛，后者为凹性割算法的

无限收敛．
定理５　任意给定一个集合序列 Ｈ＋ｋＲ

ｎ，ｋ＝
１，２，…，若有界点列｛ｘｋ｝满足

ｘｋ∈∩
ｈ＜ｋ
Ｈ＋ｈ， （２０）

则点ｘｋ与集合Ｈ＋ｋ 的距离
ｄ（ｘｋ，Ｈ＋ｋ）０（ｋ∝）． （２１）

　　证明　反证法．
假设结论不成立，则存在 ＞０和点列｛ｋｑ｝，对

于任意的 ｑ＝１，２，…，使得 ｄ（ｘｋｑ，Ｈ＋ｋｑ）≥．由于

｛ｘｋ｝是有界的，不妨设｛ｘｋｑ｝是收敛的，对于充分大
的ｕ，ｖ，‖ｘｋｕ－ｘｋｖ‖≤成立．由式（２１）可知，对于所
有的ｕ＞ｖ，有ｘｋｕ∈Ｈ＋ｋｖ．故有

＞‖ｘｋｕ－ｘｋｖ‖≥ｄ（ｘｋｖ，Ｈ＋ｋｖ）≥． （２２）
显然这是矛盾的，所以假设不成立．

定理６　在凹性割算法中，假设集合
　Ｈ＋ｋ ＝｛ｘ∈Ｒ

ｎ∶ｊ∈｛１，２，…，Ｎｋ｝，ｐｋ，ｊ≥０｝，　（２３）
并且有界点列｛ｘｋ｝满足

２６
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ｘｋＨ＋ｋ，ｘ
ｋ∈Ｈ＋ｈ，ｈ＝１，２，…，ｋ－１．（２４）

若存在＞０，使得ｄ（ｘｋ，Ｈ＋ｋ）≥，其中Ｈ
＋
ｋ 是 Ｈ

＋
ｋ

的边界，则凹性割算法是有限收敛的．
证明　根据式（２４）可知，式（２１）成立．由于

ｄ（ｘｋ，Ｈ＋ｋ）＝ｄ（ｘ
ｋ，Ｈ＋ｋ），所以对于任意的 ｋ，ｄ（ｘ

ｋ，

Ｈ＋ｋ）≥．由定理 ５可知，凹性割算法生成的序列
｛ｘｋ｝是有限的，即凹性割算法是有限收敛的．

３　数值试验

下面利用凹规划问题来证明本工作提出的新算

法是有效可行的．
例　ｍｉｎ｛ｆ（ｘ）＝ｘｔＱｘ＋２ｐｔｘ：Ａｘ≤ｂ，ｘ≥０｝，

其中

Ｑ＝ －１ ２
２ －( )４，ｐ＝( )１２，

Ａ＝

１ ０
０ １
－４ ２
１ －











４

，ｂ＝













３
２
１
１

． （２５）

　　迭代１　容易找到初始多胞形的一个顶点 ｖ１＝
（０，０），其邻接的２个顶点分别为 ｕ１，１＝（１．０，０），
ｕ１，２＝（０，０．５）；得到当前最佳可行点ｘ１＝（０，０），以
及当前最佳目标函数值γ１＝ｆ（ｘ１）＝０，则 ｘ１沿方向
ｕ１，１－ｘ１，ｕ１，２－ｘ１的 γ扩张分别为 ｙ１，１＝（２．０，０），
ｙ１，２＝（０，１．０），可得到凹性割０．５ｘ１＋ｘ２≥１．

迭代２　通过迭代１割去０．５ｘ１＋ｘ２≥１这一部
分后的新多胞形的一个顶点ｖ２＝（０．２，０．９），其邻接
的２个顶点分别为 ｕ２，１ ＝（１．６７，０．１７），ｕ２，２ ＝
（０．７５，２．０）；当前的最佳可行点是 ｘ２ ＝（０．７５，
２．０），当前最佳目标函数值 γ２＝ｆ（ｘ２）＝－１．０６，则
ｘ２沿方向 ｖ２－ｘ２，ｕ２，１－ｘ２的 γ扩张分别为 ｙ２，１＝
（２．１３，－０．０６），ｙ２，２＝（０．７５，２．０），可得到凹性割
０．７８ｘ１＋０．５２ｘ２≥１．６２．

经过 ４次迭代，算法终止，并且产生 ｘ ＝
（０．７５，２．０）对应的最优解 ｆ（ｘ）＝－１．０６．在求解

γ扩张时，采用本工作介绍的 Ｎｅｗｔｏｎ算法很容易实
现．数值试验结果表明，本工作所提出的算法可以加
速收敛，是可行有效的，计算的结果与实际情况

相符．
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