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摘要：运用数值方法研究固定边界条件下，超临界速度范围内的轴向运动梁横向与径向耦合平面的静态平衡位形

分岔行为，其中轴向运动梁的静态平衡位形包括直线形状的０解，以及随传输速度分岔得到的曲线形状的非平凡分
岔解．在梁的两端固定的边界条件下，运用有限差分法对轴向运动梁平面耦合非线性方程以及对应于非线性平面耦
合方程的静态平衡方程作数值解．以铜材料的梁为例，数值求解轴向运动梁耦合平面的静平衡非平凡解，并仿真分
析了系统参数对非平凡分岔解的影响．
关键词：轴向运动梁；非线性；超临界；分岔；有限差分法
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　　动力传送带、空中缆车索道、高楼升降机缆绳等
工程元件，均可模型化为轴向运动梁，其物理模型如

图１所示．作为典型的陀螺连续系统，由于陀螺项的
存在，使得针对轴向运动梁振动的分析广受关
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注［１５］．考虑几何非线性，轴向运动梁的振动通常遵
循横向与径向（轴向）相耦合的平面运动规律．
Ｔｈｕｒｍａｎ等［６］首先提出了轴向运动梁平面耦合运动

的控制方程．Ｔａｂａｒｒｏｋ等［７］推导出了另外一种耦合

平面的控制方程，而且基于静态梁的特征函数对控

制方程进行了离散．Ｒｉｅｄｅｌ等［８］在 Ｇａｌｅｒｋｉｎ截断的
基础上，运用多尺度方法研究了轴向运动梁横向与

径向耦合的非线性受迫振动．沈建和等［４］通过增量

谐波平衡法研究了横向与径向耦合的平面受迫振动

响应．这些针对平面耦合控制方程的研究工作都具
有一个共同特点，即通过某种途径将耦合方程简化，

仅保留少量低阶非线性项．而文献［２，９］则直接利
用数值方法研究了未加简化的亚临界轴向运动梁的

平面耦合运动．

图１　轴向运动梁模型
Ｆｉｇ．１　Ｍｏｄｅｌｏｆａｘｉａｌｌｙｍｏｖｉｎｇｂｅａｍ

　　Ｗｉｃｋｅｒｔ［１０］基于“准静态假设”的弹性梁的自由
振动模型，建立了超临界轴向运动的静平衡位形，以

及对应于每个分岔解的连续陀螺系统的标准控制方

程．Ｗｉｃｋｅｒｔ的研究证明，对于超临界轴向运动梁，因
非线性引起的非平凡静平衡位形是一切研究工作的

前提．但是，对于轴向运动梁两端固定边界条件下，
有关超临界轴向运动梁的静平衡分岔研究，以及对

应于分岔解的连续陀螺系统的标准控制方程的建模

工作还未见有报道．
针对以上问题，本研究通过发展有限差分方法，

直接数值研究两端固定边界条件下，超临界轴向运

动弹性梁的平面耦合运动的静平衡分岔问题．

１　平面耦合模型
假设截面积为Ａ、密度为 ρ、初始张力为 Ｐ的梁

以一致的速度 γ（常数）沿轴向运动，梁弹性模量为
Ｅ，这里只考虑梁横向和径向变形．在径向空间坐标
ｘ处，ｔ时刻横向位移为ｖ（ｘ，ｔ），轴向位移为ｕ（ｘ，ｔ）．
对于细长的梁（例如，满足Ｉ／（Ａｌ２）＜０．００１），耦合动
力学方程的无量纲形式为［１２］
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式中，“，ｘ”和“，ｔ”分别表示对ｘ和ｔ的偏微分．相应
的无量纲化变量和参数分别为
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　　方程（１）的静平衡解 ｖ^（ｘ）和 ｕ^（ｘ）满足
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２
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式中，“′”表示对ｘ取导数，“ ”^表示静平衡位移．

２　计算方法
这里仅考虑梁的两端由带有扭转弹簧的光滑套

筒固定的边界条件［２］：

ｕ（０，ｔ）＝ｕ（１，ｔ）＝０，ｖ（０，ｔ）＝ｖ（１，ｔ）＝０，
ｖ，ｘ（０，ｔ）＝ｖ，ｘ（１，ｔ）＝０． （４）

静平衡位形可以通过下述两种方法计算得到．
２．１　静态方程迭代

０解 ｖ^０＝０，ｕ^０＝０总为系统的平衡位形．下面计
算系统的非平凡分岔解，引入均匀空间步长ｈ，

ｘｊ＝ｊｈｊ＝０，１，…，Ｌ，ｈ＝
ｌ( )Ｌ． （５）

以ｕｊ和ｖｊ表示函数ｕ（ｘ）和 ｖ（ｘ）在网格 ｘｊ处的值．
应用中心差分法离散空间导数［４］，得

ｕ^′＝（ｕ^′ｊ＋１－ｕ^′ｊ－１）（２ｈ）
－１，

ｕ^″＝（ｕ^′ｊ＋１－２ｕ^′ｊ＋ｕ^′ｊ－１）ｈ
－２， （６）

ｖ^ (′＝ ｖ^ｊ＋１－ｖ^ｊ－ ) (１ ２ )ｈ －１，ｖ^ (″＝ ｖ^ｊ＋１－２ｖ^ｊ＋ｖ^ｊ－ )１ ｈ
－２，

ｖ^ (″″＝ ｖ^ｊ－２－４ｖ^ｊ－１＋６ｖ^ｊ－４ｖ^ｊ＋１＋ｖ^ｊ＋ )２ ｈ
－４． （７）

此时，相应的两端固定的边界转变为

ｕ^（０）＝ｕ^（１）＝０，ｖ^（０）＝ｖ^（１）＝０，

ｖ^′（０）＝ｖ^′（１）＝０． （８）
将方程（６）和（７）代入方程（３），可以得到关于 ｕｊ和
ｖｊ的一系列代数方程．通过迭代方法求解，可得

ｖ^ｊ＝［（ｋ
２
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　４ｖ^ｊ＋１＋ｖ^ｊ＋２）］［－２（γ
２－ｋ２１）ｈ

２＋６ｋ２ｆ］
－１－（ｋ２１－１）·

９６
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－１，

ｕ^ｊ＝［－（γ
２－ｋ２１）（ｕ^ｊ＋１＋ｕ^ｊ－１）］［－２（γ
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－１， （９）
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　　４（ｕ^ｊ＋１－２ｕ^ｊ＋ｕ^ｊ－１）（ｖ^ｊ＋１－ｖ^ｊ－１）］·

　　［（２ｈ＋ｕ^ｊ＋１－ｕ^ｊ－１）
２＋（ｖ^ｊ＋１－ｖ^ｊ－１）

２］－
３
２． （１０）

给定初始条件及参数的数值，可解得离散点 ｕｊ和 ｖｊ
的值作为方程（３）中连续解ｕ（ｘ）和ｖ（ｘ）的近似解．
２．２　黏弹性模型的非平凡分岔解

考虑Ｋｅｌｖｉｎ模型的黏弹性材料梁，则耦合黏弹
性轴向运动梁的动力学方程的无量纲形式为［１２］
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－３２， （１１）
式中，无量纲参数

α＝Ｉη（ｌ３ ρＡＰ槡 ０）
－１， （１２）

其中η为黏性系数．引入步长为τ的均匀节点，
ｔｎ ＝ｎτ，ｎ＝０，１，…，Ｔ． （１３）

　　以ｕｎｊ和ｖ
ｎ
ｊ表示在点（ｘｊ，ｔｎ）的函数值ｕ（ｘ，ｔ）和

ｖ（ｘ，ｔ）．应用中心差分法［２］，得
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应用有限差分法数值求解方程（１１）需要式（４）和
（５）以及相应的初始条件，因此，引入如下初始条件：

ｕ（ｘ，０）＝０，ｕ，ｔ（ｘ，０）＝０，

ｖ（ｘ，０）＝Ｄｘ３（１－ｘ）３，ｖ，ｔ（ｘ，０）＝０． （１６）

３　数值计算结果
在数值仿真中，取 τ＝１０－５，ｈ＝１０－２（即 Ｌ＝

１００），Ｄ＝０．０１．以铜材料为例［２］，其弹性模量 Ｅ＝
１．０８×１０１１Ｐａ，密度 ρ＝８４５０ｋｇ／ｍ３．取初始张力
Ｐ＝４２２５Ｎ，轴向速度 γ＝１５０ｍ／ｓ，宽度 Ｗ ＝
０．０４ｍ，高度 Ｈ＝０．０２ｍ的矩形横截面积梁，无量
纲黏性系数α＝０．０００１．

在空间离散式（５）和时间离散式（１３）的基础
上，结合初始条件以及梁两端固定的边界条件，通过

差分法计算方程（１１）的横向和径向的时间响应历

程，结果如图２所示，图中横纵坐标均为无量纲量．
图２表明非平凡分岔解能够通过黏性方程计算得
到，而且梁横向运动的幅度要远大于径向运动幅度．
数值计算结果显示，梁的振动幅度随时间衰减，而且

在经历足够长的时间之后，梁的形状趋向于静态非

平凡平衡位形．因此，超临界轴向运动梁的非平凡静
平衡位形可以通过这种途径得到．

图２　耦合运动的时间响应历程
Ｆｉｇ．２　Ｔｉｍｅｈｉｓｔｏｒｙｆｏｒｃｏｕｐｌｅｄｍｏｔｉｏｎ

　　通过式（９）和方程（１１）计算得到的超临界轴向
运动梁横向与径向耦合的平面非平凡分岔解的定性

比较如图３所示，其中的点表示通过迭代格式（９）计
算得到的结果，实线表示通过黏弹性自由振动方程

（１１）衰减得到的结果．各参数取值分别为初始张力
Ｐ＝４２２５Ｎ，轴向速度γ＝１５０ｍ／ｓ，宽度Ｗ＝０．０４ｍ，
高度Ｈ＝０．０２ｍ，无量纲黏性系数 α＝０．０００１．观察
发现，通过２种途径得到的计算结果完全吻合．

图４比较了初始张力和横截面积对超临界轴向
运动梁中点静平衡位移的影响．由图可以发现，当轴
向运动梁的轴向速度达到一定值时，轴向运动梁会

发生静平衡分岔．图４（ａ）表明了初始张力的影响，
其中梁的宽度 Ｗ＝０．０４ｍ，高度 Ｈ＝０．０２ｍ，点、实
线和虚线分别表示初始张力Ｐ＝２１１２．５，４２２５．０和
８４５０．０Ｎ时的情形．由图可以发现，随着初始张力
的增大，临界分岔速度逐渐减小．图４（ｂ）表明了梁

０７
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图３　２种方法计算非平凡非静平衡解的比较
Ｆｉｇ．３　 Ｃｏｍｐａｒｉｓｏｎ ｏｆｔｈｅｎｏｎｔｒｉｖｉａｌｅｑｕｉｌｉｂｒｉｕｍ

ｓｏｌｕｔｉｏｎｓｂｅｔｗｅｅｎｔｗｏｍｅｔｈｏｄｓ

图４　系统参数对随速度变化的横向静平衡分岔的影响
Ｆｉｇ．４　 Ｅｆｆｅｃｔｓｏｆｐａｒａｍｅｔｅｒｓｏｎ ｔｈｅｂｉｆｕｒｃａｔｉｏｎ

ｄｉａｇｒａｍｗｉｔｈｔｈｅａｘｉａｌｓｐｅｅｄ

的横截面积的影响，其中初始张力Ｐ＝４２２５Ｎ，梁宽
度Ｗ＝０．０４ｍ，点、实线和虚线分别表示高度 Ｈ＝

０．０１０，０．０１５和０．０２０ｍ时的情形．由图可以发现，
梁的横截面积变大将导致临界分岔速度变大．

４　结 束 语
本研究讨论了超临界轴向运动梁横向与径向耦

合平面非平凡静平衡位形分岔问题．在梁两端固定
边界条件下，以铜材料梁为例，结合有限差分法，分

别通过２种方法（迭代格式（９）和黏弹性自由振动
方程（１１））研究耦合平面的非平凡分岔解．数值计
算结果表明，在超临界范围内，横向与径向相耦合的

平面内出现了非平凡的平衡解，而且２种方法得到
的超临界速度下非平凡分岔解是完全吻合的．进一
步对梁中点位置的静平衡分岔进行比较发现，非平

凡平衡位形的最大位移随轴向速度的增大而增大，

随初始张力及梁的横截面积的增大而减小；另一方

面，随着初始张力的增大，临界分岔速度随之减小，

而梁的横截面积的变大将导致临界分岔速度变大．
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