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关于行(列)反对称矩阵的 Schur分解

袁晖坪
(重庆工商大学 数学与统计学院, 重庆  400067)

摘要: 提出了行(列)转置矩阵与行(列)反对称矩阵的概念, 研究了它们的性质,获得了一些新的结果,给出

了行(列)反对称矩阵的 Schur分解的公式, 它们可极大地减少行 (列 )对称矩阵的 Schur 分解的计算量与存储

量, 并且不会丧失数值精度.
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很多实际问题的数学模型,都可转化成线性问题, 进而利用矩阵解决之.许多应用领域(如信息、控制、

工程等)中大量出现的都是关于行、列或对角线的对称图像(矩阵) ,人们研究矩阵,一般都从主对角线方向

考虑问题(如对角化,正定性等) ;至于次对角线方向和行(列)对称的情形常被忽略, 但事实上不是主对角

线方向的矩阵理论(如行(列)对称性
[ 1, 2]

,次对称性与次正定性
[ 3]
,非 Hermite 正定性

[ 4]
, 等)同样是有用

的.矩阵的 Schur分解是线性代数中矩阵的基本分解方法之一,他们在统计学、系统论、控制论、最优化问

题、线性方程组和特征值问题、工程领域的应用问题等方面都有应用[ 5~ 10] . 线性代数讨论了矩阵的转置和

对称性,对其他的对称性较少涉及.本文进一步研究了行(列)转置矩阵与行(列)反对称矩阵的性质, 给出

了行(列)反对称矩阵的 Schur分解与复正规阵分解的公式,减少了行(列)反对称矩阵的 Schur 分解与复

正规分解的计算量与存储量, 这无论是对于矩阵理论或实际应用都是很有意义的.如用计算机对具有某种

对称性质的图像进行采样,所得到的数据矩阵具有行或列的某种对称性,在对数据矩阵进行某种分解时,

若矩阵阶数很大,则计算量很大而效率很低, 若能找到矩阵中某一部分与其它部分间的一些定量关系, 那

么就可以大量节省计算量与储存量. 本文用 J n = J 表次对角线元素全为 1,其余元素全为 0的 n 阶方阵;

A
T
, A

S 与 A
H 分别表矩阵 A 的转置、次转置与共轭转置阵; C

m@ n 表示m @ n 复矩阵集.显然: J
T
= J , J

2

= I , J
- 1

= J
[ 3]

.

定义 1  设 A = ( aij ) I C
m@ n

,则称

A
R
=

am1 am2 , amn

am- 1, 1 am- 1, 2 , am- 1, n

, , , ,
a21 a22 , a2n

a11 a12 , a1n

与A
C
=

a1 n a1, n- 1 , a12 a11

a2 n a2, n- 1 , a22 a21

, , , ,

amn am, n- 1 , am2 am1

分别为矩阵 A 的行转置矩阵与列转置矩阵,并记为 A
R 与 A

C
.特别,

若 A
R
= A ( A

C
= A ) ,则称 A 为行(列) 对称矩阵.

若 A
R
= - A ( A

C
= - A ) , 则称 A 为行(列) 反对称矩阵.

命题 1
[ 9]  设 A I C

m@ n
,则

(1) A
R
= JmA , A

C
= AJn ;
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(2) ( A
R
)
T
= ( A

T
)
C
, ( A

C
)
T
= ( A

T
)
R
;

(3) ( A
R
)
S
= ( A

S
)
C
, ( A

C
)
S
= ( A

S
)
R
;

(4) ( A
R
)
C
= ( A

C
)
R
;

(5) ( A
R
)
R
= A , ( A

C
)
C
= A ;

(6) ( kA )
R
= kA

R
, ( kA )

C
= kA

C
( k 为常数) ;

(7) 当 B I C
m@ n 时, 有( A ? B )

R
= A

R ? B
R
, ( A ? B )

C
= A

C ? B
C
;

(8) 当 B I C
n@ k
时,有( AB )

R
= A

R
B , ( AB )

C
= AB

C
.

显然: 行对称矩阵只有 2种类型:
B

- JB
或

B

O

- JB

(其中 B I C
m@ n

, O I C
1@ n

) ;列对称矩阵只有 2

种类型: ( B  - JB ) 或( B  O  - BJ ) (其中 B I C
m@ n

, O I C
m@ 1

) .

定理 1( Schur分解)  已知行反对称矩阵 A =
B

- J nB
I C

2n@ n
,设 B I Cn@ n 的 Schur分解为 B =

U
H
L U,其中 U为酉矩阵, L 为上三角阵且其对角元为B 的特征值,则存在酉矩阵 P =

1

2

U - UJn

U  UJn
,

使 PA U
H
=

2L

0
.

证明  P
H
P =

1
2

U
H

U
H

- JnU
H

JnU
H

U - UJ n

U  UJ n

=
1
2

2I n O

O 2I n
= I 2 n, 所以 P 为酉矩阵, 且

PA U
H
=

1

2

U - UJ n

U  UJ n

B

- J nB
U
H
=

1

2

2UBU
H

O
=

2L

O
.证毕.

定理 2( Schur分解)  已知列反对称矩阵 A = ( B  - BJ n) I C
n@ 2n

,设 B I C
n@ n
的 Schur 分解为

B = U
H
L U, 其中 U 为酉矩阵, L 为上三角阵且其对角元为 B 的特征值, 则存在酉矩阵 P =

1

2

U
H

U
H

- JnU
H

J nU
H ,使 UAP = ( 2 L  O) .

定理 2的证明与定理 1类似, 因此从略.

定理 3  已知行反对称矩阵 A =

B

O

- J nB

I C
(2 n+ 1) @ n

, 设 B I C
n@ n
的 Schur分解为 B = U

H
L U,

其中 U 为酉矩阵, L 为上三角阵且其对角元为B 的特征值, 则存在酉矩阵 P =
1

2

U 0 - UJn

0 2 0

U 0  UJn

, 使

PA U
H
=

2L

O
.

证明  P
H
P =

1
2

U
H

0 U
H

0 2 0

- JnU
H 0 J nU

H

U 0 - UJ n

0 2 0

U 0  UJ n

=
1
2

2I n 0 O

0 2 0

O 0 2I n

= I 2n+ 1,所以 P为酉

矩阵,且 PA U
H
=

1

2

U 0 - UJ n

0 2 0

U 0  UJ n

B

O

- J nB

U
H
=

1

2

2 UBU
H

O

O

=
2L

O
.证毕.

定理 4  已知列反对称矩阵 A = (B  O  - BJn ) I C
n @ (2 n+ 1)

, 设 B I C
n@ n 的 Schur分解为 B =
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U
H
L U, 其中 U 为酉矩阵, L 为上三角阵且其对角元为 B 的特征值, 则存在酉矩阵 P =

1

2

U
H 0 U

H

0 2 0

- JnU
H

0 J nU
H

,使 U
H
AP = ( 2 L  O) .

定理 4的证明与定理 3类似, 因此从略.

定理 5  已知列反对称矩阵 A = ( B  - BJ n ) I Cn @ 2n ,设 B 为Herm ite矩阵且 B = QDQ
H
,其中 D

为实对角阵, 对角元为 B 的特征值, Q 为酉阵, 则存在酉阵 P =
1

2

Q Q

- J nQ J nQ
, 使 Q

H
AP =

( 2D  O ) .

证明  因为 P
H
P =

1
2

Q
H

- Q
H
J n

Q
H

Q
H
Jn

Q Q

- J nQ JnQ
=

Q
H
Q Q

O Q
H
Q

= I 2n ,所以 P 为酉矩阵, 且

Q
H
AP =

1

2
Q

H
( B  - BJ n)

Q Q

- J nQ JnQ
= ( 2Q

H
BQ  O ) = ( 2D  O ) .证毕.

定理 6  已知行反对称矩阵 A =
B

- J nB
I C

2n@ n
,设 B 为 Herm ite矩阵且 B = QDQ

H
,其中 D 为

实对角阵,对角元为 B 的特征值, Q 为酉阵,则存在酉阵 P =
1

2

Q
H

- Q
H
J n

Q
H

Q
H
J n

,使 PA Q =
2D

O
.

定理 6的证明与定理 5类似, 因此从略.

定理 7  已知列反对称矩阵 A = (B  O  - BJ n ) I C
n@ ( 2n+ 1)

,设 B为Hermite矩阵且 B = QDQ
H
,

其中 D 为实对角阵, 对角元为 B 的特征值, Q 为酉阵, 则存在酉阵 P =
1

2

Q O Q

O 2 O

- J nQ O J nQ

, 使 Q
H
AP

= ( 2D  O) .

证明  P
H
P =

1
2

Q
H

O - Q
H
J n

O 2 O

Q
H

O Q
H
J n

Q O Q

O 2 O

- J nQ O J nQ

=
1
2

2I n O O

O 2 O

O O 2I n

= I 2n+ 1,所以 P为酉

矩阵,且 Q
H
AP =

1

2
Q

H
( B  O  - BJ n)

Q O Q

O 2 O

- J nQ O J nQ

=
1

2
(2Q H

BQ  O  O ) = ( 2D  O) . 证

毕.

定理 8  已知行反对称矩阵 A =

B

O

- J nB

I C
( 2n+ 1) @ n

,设 B 为Herm ite矩阵且 B = QDQ
H
,其中 D

为实对角阵,对角元为 B 的特征值, Q 为酉阵,则存在酉阵 P =
1

2

Q
H

O - Q
H
J n

O 2 O

Q
H

O Q
H
J n

,使

PAQ =
2D

O
.

定理 8的证明与定理 7类似, 因此从略.

定理9(复正规阵分解)  已知行反对称矩阵 A =
B

- J nB
I C

2n@ n
,设 B 为复正规阵且B = Q +QH

,
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其中 Q 为酉阵, + = diag( K1, K2, ,, Kn) I R
n@ n

, 且 Ki ( i = 1, 2, ,, n ) 是 B 的特征值, 则存在酉矩阵

Q1 =
1

2

Q
H

- Q
H
J n

Q
H  Q

H
J n

, 使 Q1A Q =
2 +

0
.

证明  Q 1Q
H
1 =

1
2

Q
H

- Q
H
Jn

Q
H  Q

H
Jn

Q Q

- JnQ J nQ
=

Q
H
Q O

O Q
H
Q

= I 2 n, 所以 Q 为酉矩阵, 且

Q1A Q =
1

2

Q
H

- Q
H
Jn

Q
H  Q

H
Jn

B

- JnB
Q =

2QH
BQ

O
=

2 +

O
.证毕.

定理 10(复正规阵分解)  已知列反对称矩阵 A = ( B  - BJ n) I C
n@ 2n

,设 B 为复正规阵且B =

Q +QH
,其中 Q 为酉阵, + = diag( K1, K2, ,, Kn) I R

n@ n
,且 Ki ( i = 1, 2, ,, n) 是 B 的特征值,则存在酉

矩阵 Q 1 =
1

2

Q Q

- JnQ J nQ
,使 Q

H
AQ 1 = ( 2 +  O ) .

定理 10的证明与定理 9类似,因此从略.
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One Schur factor ization of row ( column) antisymmetric matrices

YUAN Hu-i ping

( School of Mathematics and Statistics, Chongqing Technology and Business University , Chongqing 400067, China)

Abstract: T he concept of row ( column) t ransposed matrix and row ( column) ant isymmetric matrix are

introduced and analyzed, w hich leads to some new results. In addit ion, the formula of the Schur factorization

of row ( column) ant isymmetric matrix is given, w hich makes calculat ion easier and accurate.

Key words: row ( column) transposed matrix; row ( column) ant isymmetric matrix; normal matrix; Schur

factorizat ion
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