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局部凸空间中的犃狉狉狅狑－犅犪狉犪狀犽犻狀－犅犾犪犮犽狑犲犾犾定理的推广

黄 辉，江传军，鲁大景
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摘要：讨论了正真有效点集合在有效点集合中的稠密性．介绍了局部凸空间中的狇狌犪狊犻－犅犻狊犺狅狆－犘犺犲犾狆狊锥

并研究了其性质．推广犃狉狉狅狑－犅犪狉犪狀犽犻狀－犅犾犪犮犽狑犲犾犾定理从有界集到无界集．
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设犡是局部凸空间，犃犡是凸尖锥，它导出犡中的一个偏序．设犃犡是非空集，犃关于犆的全

体有效点集合记为犈（犃，犆），犃的全体正真有效点集合记为犘狅狊（犃，犆）．
向量优化中的一个重要问题是研究犘狅狊（犃，犆）在犈（犃，犆）中的稠密性．１９５３年，犃狉狉狅狑，犅犪狉犪狀犽犻狀和

犅犾犪犮犽狑犲犾犾
［１］证明了：如果犚狀装备自然序并且犃是犚狀的紧凸子集，则犃的正真有效点集合在有效点集合

中稠密．这一结果在向量优化和数理经济中有重要意义．在过去的几十年中，一些作者对犃狉狉狅狑，犅犪狉犪狀犽犻狀

和犅犾犪犮犽狑犲犾犾的稠密性定理作了推广．犅狉犻狋狉犪狀和犕犪犵狀犪狀狋犻
［２］证明了如果犚狀上的偏序由任意的闭凸尖锥给

出这一定理仍成立．犚犪犱狀犲狉
［３］，犕犪犼狌犿犱犪狉

［４］和犘犲犾犲犵
［５］分别在无穷维赋范空间犾∞，犔∞和犾狆（１≤狆≤∞）

上获得了稠密性结果．犅狅狉狑犲犻狀
［６］证明了在由具有弱紧基的闭凸锥导出偏序的赋范空间中稠密性定理成

立．犑犪犺狀
［７］证明了在由犅犻狊犺狅狆－犘犺犲犾狆狊锥产生偏序的赋范空间中犃狉狉狅狑－犅犪狉犪狀犽犻狀－犅犾犪犮犽狑犲犾犾定理对弱紧

凸集成立．１９９３年，犉犲狉狉狅
［８］又进一步把犃狉狉狅狑－犅犪狉犪狀犽犻狀－犅犾犪犮犽狑犲犾犾定理推广成如下形式：

（犻）设犡是赋范空间，犃犡是紧凸集，犆犡是有基的闭凸锥．则犘狅狊（犃，犆）在犈（犃，犆）中稠密．

２００３年，犖犵和犣犺犲狀犵
［９］在赋范空间中建立了下面一般形式的犃狉狉狅狑－犅犪狉犪狀犽犻狀－犅犾犪犮犽狑犲犾犾犵定理：

（犻犻）设犡是赋范空间，犃犡是弱紧凸集，犆犡是有基的狇狌犪狊犻－犅犻狊犺狅狆－犘犺犲犾狆狊锥．则犘狅狊（犃，犆）

在犈（犃，犆）中稠密．
关于犘狅狊（犃，犆）在犈（犃，犆）的稠密性，目前仍有下面的公开问题尚待解决．
公开问题：设犡 是赋范空间，犃 犡 是弱紧凸集，犆犡 是有基的闭凸锥．问犘狅狊（犃，犆）是否在

犈（犃，犆）中稠密？

在本文中，我们减弱犃的有界性条件，首先推广由犖犵和犣犺犲狀犵
［９］介绍的狇狌犪狊犻－犅犻狊犺狅狆－犘犺犲犾狆狊锥从

赋范空间到局部凸空间．接下来证明了在局部凸空间中，若犃是犆－网紧凸集，则（犃）成立；若犃是犆－网

弱紧凸集，则（犅）也成立．值得注意的是犆－网紧凸集不必是有界的，甚至是局部紧的，需要指出的是我们

的证明不依赖于找到一个紧凸集犇使得犃＝犇＋犆．
设犡是局部凸拓扑向量空间，犃犡是非空集．犆犡是凸尖锥并导出犡中的一个偏序：狓，狔∈犡，

狓≤犮狔当且仅当狔－狓∈犆．犡的对偶空间记为犡．犆的对偶锥用犆＋表示，即

犆＋＝｛犳∈犡狘犳（狓）≥０，狓∈犆｝．

犆＋的严格正泛函全体构成的集合记为犆＋犻，即

犆＋犻＝｛犳∈犡狘犳（狓）＞０，狓∈犆＼｛０｝｝．
凸子集Θ称为犆的一个基，若
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犆＝犮狅狀犲（Θ）＝｛狋θ狘狋≥０，θ∈Θ｝，且０犮犾（Θ）．

显然，若犆有基，则犆是尖锥．

犃关于序锥犆的全体有效点集合记为犈（犃，犆），即狓∈犈（犃，犆）当且仅当狓∈犃，且

（犃－狓）∩－犆＝｛０｝．

犃关于犆的全体正真有效点集合记为犘狅狊（犃，犆），即珔狓∈犘狅狊（犃，犆）当且仅当珔狓∈犃，且存在犳∈犆＋犻使得

犳（珔狓＝犿犻狀｛犳（狓）狘狓∈犃｝．

已知且容易验证，犘狅狊（犃，犆）犈（犃，犆）．有关有效点的性质可参考文献［１０］．

１ 主要结果

设犡是赋范空间，犆犡是闭凸集，称犆是犅犻狊犺狅狆－犘犺犲犾狆狊锥，若存在犳∈犡＼｛０｝使得

犆＝｛狓∈犡狘‖狓‖≤犳（狓）｝．

已知犆可表达成犅犻狊犺狅狆－犘犺犲犾狆狊锥当且仅当犆有有界基
［１］．为推广犅犻狊犺狅狆－犘犺犲犾狆狊锥，犖犵和犣犺犲狀犵

［９］引

入了下面的概念：闭凸锥犆犡称为是狇狌犪狊犻－犅犻狊犺狅狆－犘犺犲犾狆狊锥，若存在紧集犌犡使得

犆｛狓∈犡狘‖狓‖≤狊狌狆｛犳（狓）狘犳∈犌｝｝．

我们推广这个概念到局部凸空间．

定义１ 设犡是局部凸空间，闭凸锥犆犡称为是狇狌犪狊犻－犅犻狊犺狅狆－犘犺犲犾狆狊锥，若对于犡上的任意一

个连续半范狆，都存在犳１，犳２，…，犳狀∈犡
 使得

犆｛狓∈犡狘狆（狓）≤犿犪狓｛犳犻（狓）狘犻＝１，２，…，狀｝｝． （１）

命题１ 设犡是局部凸空间，犆犡是闭凸尖锥，则下面的叙述等价：

（犻）犆是狇狌犪狊犻－犅犻狊犺狅狆－犘犺犲犾狆狊锥；

（犻犻）任取网｛犮α｝犆，犮α →
狑
０当且仅当犮α→０；

（犻犻犻）任取犡上的连续半范狆，０ω－犮犾（犝狆），其中犝狆＝｛狓∈犆狘狆（狓）＝１｝．

证明 （犻）（犻犻）．假设｛犮α｝犆并且犮α →
狑
０．任取犡中０点的一个邻域犞，因为犡是局部凸空间，

所以存在０点的均衡凸邻域犠 使得犠 犞．令狆犠（狓）＝犻狀犳｛狋＞０狘狓∈狋犠｝，狓∈犡．则狆犠 是犡上

的连续半范．根据（犻）和（１）知狆犠（犮α）→０．因此存在α０，使得当αα０时，有狆犠（犮α）＜１，这说明当αα０
时，有犮α∈犠 犞，因此犮α→０．

（犻犻）（犻犻犻）．反证．倘若存在犡上的一个连续半范狆，使得０∈ω－犮犾（犝狆），则存在网｛犮α｝犝狆，使得

犮α →
狑
０，根据（犻犻）有犮α→０．因为狆是连续半范，所以０＝狆（０）＝犾犻犿

α
狆（犮α）＝１．矛盾．

（犻犻犻）（犻）．由（犻犻犻）存在犵１，犵２，…，犵狀∈犡
，使得

犝狆∩｛狓∈犡狘狘犵１（狓）狘＜１，狘犵２（狓）狘＜１，…，狘犵狀（狓）狘＜１｝＝，

故

１≤犿犪狓｛狘犵１（狓）狘，狘犵２（狓）狘，…，狘犵狀（狓）狘｝，狓∈犝狆．

从而任取满足狆（狔）≠０的狔∈犆，都有

狔∈｛狓∈犡狘狆（狓）≤犿犪狓｛狘犵１（狓）狘，狘犵２（狓）狘，…狘犵狀（狓）狘｝｝． （２）

显然，当狔∈犆且狆（狔）＝０时，（２）也成立，故

犆｛狓∈犡狘狆（狓）≤犿犪狓｛狘犵１（狓）狘，狘犵２（狓）狘，…，狘犵狀（狓）狘｝｝．

证毕．

注１ 下面的推出关系显然成立：犆－网紧犆－网弱紧，反之未必成立．

定义２ 设犡是局部凸空间，犆犡是闭凸锥，犃犡．集合犃被称为：

（犻）犆－网弱紧集，若对于任意的网｛狓α｝犃，存在子网｛狓αβ｝｛狓α｝和网｛犮β｝犆，使得｛狓αβ｝犃，

并且｛狓αβ－犮β｝弱收敛于犃中的某一点；

（犻犻）犆－网紧集，若对于任意的网｛狓α｝犃，存在子网｛狓αβ｝｛狓α｝和网｛犮β｝犆，使得｛狓αβ－犮β｝
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犃，并且｛狓α
β
－犮
β

｝收敛于犃中的某一点．

引理１
［９］ 设犡是局部凸空间，犆，犓犡是凸尖锥且犆＼｛０｝犻狀狋（犓），犃犓是凸子集．则犈（犃，

犓）犘狅狊（犃，犆）．
定理１ 设犡是局部凸空间，犆犡是有基的闭凸锥，犃犡是犆－网弱紧凸集，珔犪∈犈（犃，犆）．则

存在网｛犪犠｝犘狅狊（犃，犆），犪犠 →
狑
珔犪，网｛犮犠｝犆和网｛狕犠｝犡，狕犠 →０使得

犪犠＋犮犠 ＝珔犪＋狕犠．

因此，犈（犃，犆）犮犾
狑（犘狅狊（犃，犆））．

证明 设Θ是犆的基，则０犮犾（Θ）．根据分离定理
［１］，存在犳∈犡 使得

狉＝犻狀犳｛犳（θ）狘θ∈Θ｝＞０．

令犝 ＝｛狓∈犡狘狘犳（狓）狘＜０．５狉｝．则犝 是犡中０点的开凸邻域．令犖（０）表示犡中０点的所有邻域，

再令犖０＝｛犞∈犖（０）狘犞是犝 的凸子集｝．显然，任取犞∈犖０

犻狀犳｛犳（狓）狘狓∈Θ＋犞｝≥０．５狉．
这表明０犮犾（Θ＋犞），令犆犞 ＝犮狅狀犲（Θ＋犞），则犆犞是凸尖锥且Θ＋犞是犆犞的一个基．令犃犞 ＝（珔犪－

犮犾（犞犞））∩犃．根据下确界的定义，存在网｛狓α｝犃犞，使得

犾犻犿
α
犳（狓α）＝犻狀犳｛犳（狓）狘狓∈犃犞｝． （３）

因为犃是犆－网弱紧集，所以存在子网｛狓αβ｝犃，网｛犮β｝犆和珔狕∈犃，使得｛狓αβ－犮β｝犃，且狓αβ－

犮β →
狑
珔狕．因为犮β∈犆犮犾（犆犞），所以

狓αβ－犮β∈珔犪－犮犾（犞犞）－犆珔犪－犮犾（犞犞）．

因为珔犪－犮犾（犆犞）是闭凸集，而局部凸空间中的闭凸集都是弱闭集，所以珔狕∈（珔犪－犮犾（犆犞））∩犃．由（３）得

犳（珔狕）＝犾犻犿
β
犳（狓αβ－犮β）≤犾犻犿

β
犳（狓αβ）＝犻狀犳｛犳（狓）狘狓∈犃犞｝，

即

犳（珔狕）＝犻狀犳｛犳（狓）狘狓∈犃犞｝．

由上式知珔狕∈犘狅狊（犃犞，犆犞）．由犘狅狊（犃犞，犆犞）犈（犃犞，犆犞）知犈（犃犞，犆犞）≠．取犫犞∈犈（犃犞，犆犞）

犈（犃，犆犞）．从犫犞∈犃犞犪－犮犾（犆犞）得犫犞－珔犪∈－犮犾（犆犞），所以存在λ犞≥０，θ犞∈Θ，狓犞∈犞，狔犞 ∈犞，

使得

犫犞－珔犪＝－λ犞（θ犞＋狓犞）＋狔犞． （４）

因为犃是犆－网弱紧集，所以存在子网｛犫犞
犠

｝｛犫犞｝，｛犮犠｝犆和点犪０∈犃，使得｛犫犞
犠
－犮犠｝犃，且

｛犫犞
犠
－犮犠｝弱收敛于犪０．根据引理１，犫犞

犠
∈犈（犃，犆犞

犠
）犘狅狊（犃，犆），因此必有犮犠 ＝０．从而犫犞

犠
→
狑

犪０．不失一般性，我们可假设｛犳（犫犞
犠

）｝是有界的数网．根据（４）知

犳（犫犞
犠
－珔犪）＝－λ犞

犠
犳（θ犞

犠
＋狓犞

犠

）＋犳（狔犞
犠
）≤－λ犞

犠

狉
２
＋
狉
２
，

故｛λ犞
犠
｝是有界的数网．显然－λ犞

犠
狓犞

犠
＋狔犞

犠
→０．根据（４）知

－λ犞
犠
θ犞

犠
＝犫犞

犠
－珔犪＋λ犞

犠
狓犞

犠
－狔犞

犠
→
狑
犪０－珔犪∈－犆．

由珔犪∈犈（犃，犆）知犪０＝珔犪．令犪犠 ＝犫犞
犠
，犮犠 ＝λ犞

犠
θ犞

犠
，狕犠 ＝－λ犞

犠
狓犞

犠
＋狔犞

犠
．则

犪犠＋犮犠 ＝珔犪＋狕犠，

且犪犠 →
狑
珔犪，狕犠 →０．证毕．

定理２ 设犡是局部凸空间，犆犡是有基的狇狌犪狊犻－犅犻狊犺狅狆－犘犺犲犾狆狊锥，犃犡是犆－网弱紧凸集．
则犈（犃，犆）犮犾（犘狅狊（犃，犆））．

证明 任取珔犪∈犈（犃，犆）．根据定理１，存在网｛犪犠｝犘狅狊（犃，犆），犪犠 →
狑
犪，网｛犮犠｝犆和网｛狕犠｝
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犡，狕犠 →０，使得

犪犠＋犮犠 ＝珔犪＋狕犠，

故犮犠 →
狑
０．因为犆是狇狌犪狊犻－犅犻狊犺狅狆－犘犺犲犾狆狊锥，根据命题１知犮犠 →０，从而犪犠 →珔犪．证毕．

定理３ 设犡是局部凸空间，犆犡 是有基的闭凸锥，犃 犡 是犆－网紧凸集．则犈（犃，犆）

犮犾（犘狅狊（犃，犆））．

证明 任取珔犪∈犈（犃，犆）．根据定理１，存在网｛犪犠｝犘狅狊（犃，犆），使得犪犠 →
狑
珔犪．注意到在定理１

的证明过程中，若犃是犆－网紧凸集，则必有犪犠 →珔犪．证毕．
注２ 设犡是局部凸空间，犆犡是有基的闭凸锥．令犃＝犆，则犃是犆－网紧凸集．根据定理３，

犈（犃，犆）犮犾（犘狅狊（犃，犆））据我们所知，以前的所有稠密性结果都不能直接应用于这个简单的例子．
注３ 显然，若犃是紧凸集，则犃是犆－网紧凸集．若犃是弱紧凸集，则犃是犆－网弱紧凸集．因此

犉犲狉狉狅
［８］的结果（犃）和犖犵和犣犺犲狀犵

［９］的结果（犅）分别是我们的定理２和定理３的特例．
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