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高校教育收费问题的微分方程模型与宏观调控分析

化存才

（云南师范大学 数学学院，云南 昆明 ６５００９２）

摘要：首先，依据“教育成本分担”的收费理论，在适当的假设下，提出了描述高校教育收费问题的２个基本

微分方程模型；其次，通过对基本模型的定性分析，得出高校保持或者稳定其教育收费的几个条件；最后，通过

对２个基本模型在３种情形下的几个特殊模型进行分析，给出关于高校教育收费和招生规模宏观调控的一些

新的结论和建议．此外，还提出了３种扩展的微分方程模型．
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１９９９年，中国的高等教育收费政策开始全面实施．高等教育收费是关系到国家、高等学校和受教育者

及其家庭利益的大事．如何合理地解决高等教育收费问题，解决贫困生的学费支付问题，并且协调高等教

育发展、人才培养和教育公平之间的关系，避免突出社会矛盾问题的出现是当今中国面临的社会难题之

一．多年来，已有相当多的教育理论界学者从教育经济学，社会学和法学等角度出发对此进行了有益的探

讨，并提出了一些相应的对策 ［１，２］．

对于高等教育收费及其相关问题，近年来有部分学者通过数学模型进行了分析，如文献［３］归纳总结

了已有的个人投资教育成本与获得收益的计算方法，文献［４］用系统的模型方法研究了高校中的公平与效

率问题，对“高校收费如何保证个人受教育的公平性并提高教育效率”进行了实例分析，文献［５］通过构建

反映高收入和低阶层需求曲线的现行高校收费定价模型，并借助于几何图形分析了保障低收入阶层进入

高校机会的可行性．最近，文献［６］则从就业与招生的关系出发提出了几个关于高校毕业生就业率和招生

规模的微分方程和时滞微分方程模型．然而，至今为止，在描述和解决关于高等学校教育收费及其相关的

招生规模调控的问题上，还没有文献引入过数学模型．

在本文中，我们的主要目的是提出关于高等校教育收费的２个微分方程模型，并且进一步研究高校教

育收费和招生规模的宏观调控问题．

１ 高校教育收费的２个基本微分方程模型

按照１９８６年美国纽约大学校长犇．犅狉狌犮犲犑狅犺狀狊狋狅狀犲提出的“教育成本分担”理论，高校的教育成本要

由政府、社会和受教育者个人分担［１］．

实际上，高校的教育收费只与受教育者个人分担的教育成本有关．按照教育收费的补充性和承受性原

则［８］，我们认为高校教育收费的主要影响因素是收费标准（它通过受教育者个人分担的教育成本体现）和

贫困生的无支付能力（会拖欠学费）．现以此为基础，以收费年为单位，我们设高校的招生人数犖 为连续变

量，高校的教育收费为犚（犖），人均分担的教育成本为γ（犖），贫困生人均未支付的费用为狆（犖），它们都
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是招生人数的函数．因为γ（犖）和狆（犖）满足下列条件：当γ（犖）增大时，有犚（犖）增加；当狆（犖）增大

时，有犚（犖）减少，所以，我们可假设犚（犖）的变化率与γ（犖）成正线性相关，而与狆（犖）成负线性相关，

于是，我们就得到了如下描述高校教育收费问题的微分方程模型（Ⅰ）

犚′＝δγ（犖）－σ狆（犖）， （１）

其中δ＞０，σ＞０是比例系数．

由于高校贫困生的人均未支付费用狆（犖）会随受教育者个人所分担的人均教育成本γ（犖）的增加而

增加，故我们又有狆（犖）＝犵（γ（犖）），其中犵（γ）是单调增加的函数，犵′（γ）≥０表示增长率．此时，我们

进一步得到如下关于高校教育收费问题的微分方程模型（Ⅱ）

犚′＝δγ（犖）－σ犵（γ（犖））． （２）

进一步，如果假设由犚（犖）去确定γ（犖）和狆（犖），那么我们分别有γ（犖）＝犳（犚（犖））与狆（犖）＝

犺（犚（犖）），其中犳（犚）和犺（犚）都是单调增加的函数，且可设犳′（犚）≥０，犺′（犚）≥０．此时，我们得到如下

高校教育收费问题的微分方程模型（Ⅲ）

犚′＝δ犳（犚）－σ犺（犚）． （３）

同理，我们还可得到与（２）相应的描述高校教育收费问题的微分方程模型（Ⅳ）

犚′＝δ犳（犚）－σ犵（犳（犚））． （４）

如果将模型（３）中的犖，犚，犳（犚）和犺（犚）分别视为时间，人口数量，绝对繁殖率和死亡率的话，那么

（３）所描述的正好是人口自由发展的微分方程模型
［７］，不同的函数形式表示了不同的人口发展状况．因为

在人口的发展模型中，死亡率和繁殖率是没有直接联系的，所以，对于这里的高校教育收费问题而言，（２）

和（４）就是本文所提出的主要控制方程模型．

２ 高校教育收费基本模型的定性分析

在本节中，我们主要通过定性分析（２）和（４）去寻求解决高校教育收费问题的方案．

从模型（２）可知，高校教育收费为常数的充分必要条件是

δγ（犖）＝σ犵（γ（犖））． （５）

这表明，高校保持其教育收费不变的充分必要条件是要在个人分担的人均教育成本和贫困生的人均未支

付费用犵（γ（犖））之间进行均衡．为了实现这种均衡，必须要求方程（５）存在正根犖０，从而高校的招生人

数犖０和个人分担的人均教育成本γ０＝γ（犖０）应该是确定的．

目前，我国将个人分担的教育成本比例的上限定为２５％
［６］，而实际上高校中贫困生的比例已超过

３０％，这是一种失衡现象，客观原因是高等教育成本难于核算，容易使收费标准超过个人分担的教育成本

比例的上限，或者通过收费而补偿部分政府投入［８］．因此，在高校扩大招生规模的条件下，从政策措施上

增加政府的教育经费投入，优惠鼓励和吸引社会捐资办学，以助学贷款，奖学金，勤工助学等形式解决贫困

生的支付能力等都是实现均衡，解决问题的方案．

进一步，根据函数极值判别法，我们还有高校保持教育收费不变的如下充分条件：

（１）当γ′（犖０）＞０，０＜犵′（γ０）＜
δ
σ
时，有犚′（犖０）＝０，犚″（犖０）＞０，高校的教育收费达到极小值．

这说明：在个人分担的人均教育成本γ（犖）增加的条件下，只要把贫困生人均未支付费用的增长率犵′（γ）

控制在一定的限度内，就可以保持高校的极小收费犚（犖０）不变．

（２）当γ′（犖０）＜０，犵′（γ０）＞
δ
σ
时，有犚′（犖０）＝０，犚″（犖０）＞０，高校教育收费达到极小值．这说

明，如果贫困生的人均未支付费用的增长率超过了一个度δ
σ
，那么只有通过降低个人分担的人均教育成本

γ（犖），才能保持高校的极小收费犚（犖０）不变．
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（３）当γ′（犖０）＜０，０＜犵′（γ０）＜
δ
σ
时，有犚′（犖０）＝０，犚″（犖０）＜０，高校的教育收费达到极大值．

这说明，在个人分担的人均教育成本γ（犖）减少，贫困生的人均未支付费用的增长率在一定的限度
δ
σ
内

时，高校可以保持其极大收费犚（犖０）不变．

（４）在条件γ′（犖０）＞０，犵′（γ０）＞
δ
σ
下，γ（犖）单调增加，犵′（γ）也较大，高校的教育收费达到极大

值．这种情况相当于高收费，会出现部分贫困生因为无支付能力而拖欠较多的学费，或者失学的现象，因

此，在解决现实的教育收费问题时应当尽力避免．

从模型（４）可知，高校的教育收费犚（犖）为常数的充分必要条件是

δ犳（犚）＝σ犳（犳（犚））． （６）

这是另一种均衡，它要求（６）存在正根犚０，也就有γ０＝犳（犚０）．因为犚０是（４）的平衡点，所以，根据稳定性

判别法［９］，我们有关于教育收费犚０的如下稳定性结论：

（５）当０＜犵′（γ０）＜
δ
σ
，犳′（犚０）＞０时，犚０是模型（４）的稳定平衡点．这说明，在个人分担的人均教

育成本γ＝犳（犚）增加的条件下，只有贫困生人均未支付费用的增长率在一定的限度
δ
σ
内，才会保持高校

的教育收费犚０稳定不变．

（６）当犵′（γ０）＞
δ
σ
，犳′（犚０）＜０时，犚０也是模型（４）的稳定平衡点．这说明，如果贫困生的人均未支

付费用的增长率超过一个度δ
σ
，那么，只有通过降低个人分担的人均教育成本，才能保持高校的教育收费

犚０稳定不变．

（７）在其它条件下，高校的教育收费犚０都是不稳定的．

３ 几个特殊模型与宏观调控分析

在本节中，我们转入分析几个特殊函数形式下的高校教育收费基本模型（２）和（４），给出关于教育收

费和招生规模的宏观调控问题的一些新结论和建议．

设在免费教育（γ＝０）时，招生人数为狀；而在收费教育时，政府规定的个人分担的人均教育成本为

γ犕，高校招生人数为犕 ＞狀．我们分３种情况进行讨论．

３．１ 个人分担的人均教育成本随招生人数增加而增加的情况 为简便计，在个人分担的人均教育成本

随招生人数增加而增加的条件下，我们在模型（２）中设γ（犖）＝犪＋犫犖和犵（γ）＝犵０γ为线性函数．于是

我们有γ（犖）＝犫（－狀＋犖），其中犫＝
γ犕
犕－狀

＞０．代入（２）后，我们得到如下教育收费模型

犚′（犖）＝犫（δ－σ犵０）（－狀＋犖）． （７）

可见，当犖＞狀时，保持高校教育收费不变的均衡条件是δ＝σ犵０；又由０＜γ（犖）≤γ犕 知，狀＜犖

≤犕，因此高校的招生人数规模可以在政府规定的范围内扩大．在非均衡条件下，当犵０＜
δ
σ
，犖 ＞

狀（或者犵０＞
δ
σ
，犖＞狀）时，有犚′＞０（或者犚′＜０）．这表明：在高校扩大招生规模时，只有贫困生人均

未支付费用的增长率较小（或者较大），才可考虑调高（或者调低）教育收费．

积分（７），我们有高校的教育收费是在招生人数的２次函数

犚（犖）＝
１
２
犫（δ－σ犵０）（－狀＋犖）

２． （８）

可见，按照（８）去调整教育收费时将会偏高．

如果在模型（２）中改设犵（γ）＝犵０γ
２为二次函数，那么易知高校的教育收费为正的招生人数规模为

３第１
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狀＜犖≤狀＋
３δ（犕－狀）

２犵０γ犕
． （９）

可见，当政府规定分担的人均教育成本较低（γ犕 →０）时，有利于高校扩大自主招生规模．

下面，我们再从模型（４）出发进行定性分析．假设γ＝犳（犚）＝犮＋犱犚为线性函数，犵（γ）＝犵０γ
１＋犜

为幂函数，其中犜＞０．由于在免费教育时，有犚＝０，γ＝０；而在收费教育时，如果政府规定的教育收费为

犚０时，个人分担的人均教育成本为γ０，那么我们有γ＝犱犚，犵（γ）＝犵０犱
１＋犜犚１＋犜，其中犱＝

γ０
犚０
＞０．代

入（４）后，我们得到如下的教育收费模型

犚′＝δ犱犚－σ犵０犱
１＋犜犚１＋犜． （１０）

模型（１０）存在不稳定平衡点犚１＝０（它对应于免费）和稳定平衡点犚２＝
１
犱

犜
δ
σ犵槡０

（它对应于稳定收

费）．特别地，当取犜＝１时，（１０）是１个犔狅犵犻狊狋犻犮模型，此时有
犚２
犚０
＝
δ

σ犵０γ０
．因此，当０＜γ０＜

δ
σ犵０

时，有

犚２＞犚０，这说明，当个人分担的人均教育成本在一定限度内时，高校的稳定教育收费才会提高；当γ０＞

δ
σ犵０

时，有犚２＜犚０，这说明，当个人分担的人均教育成本超过一个度时，会因出现部分学生拖欠学费的现

象而使高校的稳定教育收费降低．

３．２ 个人分担的人均教育成本随招生人数增加而减少的情况 在个人分担的人均教育成本随招生人数

增加而减少的条件下，我们在模型（２）中假设γ（犖）＝
犫
犖
和犵（γ）＝犵０γ．由前面所设，我们有γ（犖）＝γ犕

犕
犖
．代入（２）后，得到如下教育收费模型

犚′（犖）＝（δ－σ犵０）
犕γ犕
犖

． （１１）

积分（１１）得教育收费与招生人数呈对数关系

犚（犖）＝（δ－σ犵０）犕γ犕犾狀
犖
狀
． （１２）

因犾狀
犖
狀 ＝

狅（犖）＝狅（犖２）（犖→∞），故按照（１２）去确定的收费较（８）低，而且高校的教育收费可随

招生规模的扩大而缓慢增长，再由０＜γ（犖）≤γ犕 知，犖≥犕．可见，高校的招生规模可以超过政府的规

定，并且收费增长得较慢，这是一种值得推广的教育收费与扩招模式．

如果在模型（２）中改设犵（γ）＝犵０γ
２，那么易知高校保持教育收费增长的招生人数规模为

犖≥
σ犵０γ犕犕
δ

， （１３）

而高校的教育收费为

犚（犖）＝δ犕γ
犕
犾狀
犖
狀 －

σ犵０犕
２γ２犕

１
狀－

１（ ）犖 ． （１４）

当犖→∞时，高校的教育收费为正的近似招生人数规模是

犖≥狀犲狓狆
σ犵０
δ狀
犕γ［ ］犕 ． （１５）

（１５）表明，高校的招生必须达到一定规模时，才不至于出现办学亏损的结果．

３．３ 个人分担的人均教育成本是招生人数的有界函数的情况 在分担的人均教育成本是招生人数的有

界函数的条件下，综合考虑前面的两种情况，我们在模型（２）中假设γ（犖）＝
犫犖＋犮
１＋犖

和犵（γ）＝犵０γ．同

样，由前面所设，我们有单调有界函数γ（犖）＝
犫（－狀＋犖）

１＋犖
，其中犫＝

γ犕（１＋犕）

犕－狀
＞０．代入（２）后，得到

如下教育收费模型
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犚′（犖）＝
δ犫（－狀＋犖）

１＋犖
－
σ犵０犫（－狀＋犖）

１＋犖
． （１６）

积分（１６）得教育收费与招生人数呈对数关系

犚（犖）＝（δ－σ犵０）犫 犖－狀－（狀＋１）犾狀
犖＋１
狀＋

［ ］１ ． （１７）

如果在模型（２）中改设犵（γ）＝犵０γ
２，那么易知当δ＜σ犵０犫时，高校保持其教育收费增长的招生人数

规模为

狀＜犖≤
σ犵０犫狀＋δ
σ犵０犫－δ

． （１８）

因此，在条件δ＜σ犵０犫下，高校应限制扩大招生的规模．

最后，我们再在模型（４）中假设γ＝犳（犚）＝
犱犚
１＋犚

，犵（γ）＝犵０γ
２．如果政府规定的教育收费为犚０

时，个人分担的人均教育成本为γ０，那么我们有γ＝犱１犚，其中犱１＝
１＋犚０
犚０

γ０．代入（４）后，我们得到如下

的教育收费的犔狅犵犻狊狋犻犮模型

犚′＝δ犱１犚－σ犵０犱
２
１犚
２． （１９）

易知，当δ＜δ犵０犱１时，方程（１９）有不稳定的教育收费

犚＝
δ犚０

σ犚０（１＋犚０）－δ犚０
． （２０）

４ 模型的扩展

在上节中，我们给出的几个特殊函数形式下的高校教育收费模型各有自己的优缺点，如果扬长避短，

可考虑将它们以适当的方式组合在一起，那么就可以得到许多扩展的模型．

４．１ 混合微分方程模型 设想高校考虑按照不同的招生人数规模而采用相应的教育收费模型，那么，我

们可将２种或者２种以上模型混合连接在一起，以便按人数规模调整高校教育收费方式，如

犚′１（犖）＝犫（δ－σ犵０）（－狀＋犖），

犚′２（犖）＝（δ－σ犵０）
犕γ

犕

犖
，

犚１（犖０）＝０，犚２（犖１）＝犚１（犖１）

烅

烄

烆 ．

（２１）

４．２ 二维耦合微分方程模型 设想不同（地区）的高校都采用同样的收费模型，而它们之间有某种相互

影响，那么，我们可将２种以上模型综合在一起，如主要考虑２次非线性耦合的犔狅犵犻狊狋犻犮模型

犚′１＝δ犱１犚１－σ犵０犱
２
１犚
２
２，

犚′２＝δ犱１犚２－σ犵０犱
２
１犚
２
１，

犚１（犖０）＝犚１０，犚２（犖０）＝犚２０

烅

烄

烆 ．

（２２）

进而可以研究不同（地区）高校招生人数规模与收费标准的同步问题等．

４．３ 三维微分方程模型 由于经济社会发展的不平衡，不同（地区）的高校采用的收费模型不同，这样

就导致了教育收费与招生人数规模的不公平现象．为促进教育公平，构建和谐社会，就需要政府在两者之

间进行宏观调控．如果引入随招生人数变化的调控变量犪（犖），考虑在２种不同模型之间进行线性反馈调

控，那么，我们可得三维微分方程模型．例如

犚′１＝δ犱１犚１－σ犵０犪，

犚′２＝δ犱２犚２－σ犵０犱
２
２犚
２
１，

犪′＝犲１犚１＋犲２犚２，

犚１（犖０）＝犚１０，犚２（犖０）＝犚２０，犪（犖０）＝犪０

烅

烄

烆 ．

（２３）
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进而可以深入研究不同（地区）高校教育收费标准与招生人数规模的分岔与混沌等动力学问题．

５ 结 论

本文主要提出了描述高校教育收费问题的２个基本微分方程模型（２）和（４）．通过对这２个基本模型

的定性分析，得出高校保持或者稳定其教育收费的几个条件；通过对模型（２）和（４）在３种情形下的几个特

殊模型进行分析，给出关于高校教育收费和招生规模宏观调控的一些新的结论和建议．

本文还提出了３种扩展的微分方程模型，有关这些模型的进一步研究结果将另文发表．此外，对于高

等教育收费标准的问题，我们还将考虑利用文献［１０］的新结果去进行研究．
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