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摘要: 在 H ilbert空间中, 首先利用距离投影算子技巧证明了由 Aoyama, Kohsaka和 Takahash i构造的关于非

扩张映像族的收缩投影方法所生成的序列是有意义的;其次获得了非扩张映像族有公共不动点的几个充分必要

条件.
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设H 是一实的 H ilbert空间, �� , � �和 �� �分别表示内积和范数, 设 C是H 的非空闭凸子集, N是

正整数集, � 和 � 分别表示强、弱收敛. 设 T是 C到H的映像,如果对任意 x, y � C, 有 �Tx - Ty� �
� x - y�, 则称 T: C � H是非扩张映像. 用 F (T )表示 T的不动点集,即 F (T ) = { x � C: Tx = x }.

关于非线性算子方程的可解性或非线性算子不动点的存在性及其构造性迭代法问题, 很多作者对此

进行了研究,取得了许多成果
[ 1- 9]

.在无限维H ilbert空间中,一般地,即使对于非扩张映像来说, M ann迭代

格式也仅有弱收敛定理,为了得到强收敛定理,须修正M ann迭代格式, 杂交投影算法就是 M ann迭代的一

种修正型.

2003年, N aka jo和 T akahash i
[ 1]
给出了如下单个非扩张映像 T的杂交投影算法:

� � � �

x 0 = x � C,

yn = �nxn + ( 1- �n )Txn,

Cn = { z � C: � z - yn� � � z - xn� },

Q n = { z � C: �xn - z, x - xn�� 0},

xn+ 1 = PCn�Q n
( x ), � n = 0, 1, 2, �,

( 1)

这里 �n � [ 0, 1]. 他们证明了以下结论:如果 F (T ) � �,那么序列 { xn }有意义;这时,如果 lim sup
n� �
�n < 1,

则 { xn }强收敛于 PF ( T) x.这里 PF (T )是 H到 F (T ) 的距离投影算子.

2007年, M atsush ita和 T akahash i
[ 2]
证明了在去掉假设条件F (T ) � �的情况下,由 ( 1)所生成的序列

{ xn }仍有意义;并证明了 F (T ) � �的充要条件是 {xn }有界.

2009年, A oyam a, Kohsaka和 T akahash i
[ 3]
给出了如下非扩张映像族 {Sn }的收缩投影方法 (比杂交投

影算法简单 ):

� � � �

x � H, C1 = C,

xn = PCn
( x ),

yn = �nxn + ( 1- �n )Snxn,

Cn+ 1 = { z � Cn: � z - yn� � � z - xn� }, � n � N,

( 2)
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这里 {�n } � [ 0, 1] . 他们证明了以下结论: 如果 F = �
�

n= 1
F (Sn ) � �, 则序列 { xn } 有意义; 这时, 如果

sup
n� N
�n < 1且 {Sn } 满足条件 ( Z) ,则 xn }强收敛于 PF x.

{Sn }满足条件 ( Z) � 如果 {xn } 是 C中的有界序列, 且 �T nxn - xn� � 0( n � � ), 则 �� ( xn ) �

�
�

n = 1
F ( Sn ) (详见文献 [ 3] ,这里 �� ( xn ) 表示 { xn } 的弱极限集 ).

受文献 [ 2]的启示,本文首先证明在去掉假设条件F = �
�

n = 1
F ( Sn ) � �后,由 ( 2)所生成的序列 { xn }仍

有意义;其次给出并证明了F = �
�

n = 1
F ( Sn ) � �的几个充要条件. 本文的结果改进和推广了文献 [ 2 ~ 3]的

相关结果.

1� 预备知识

设 C是H的非空闭凸子集,对于任意 x � H,存在唯一的 x0 � C,使得

� x - x0� � �x - y�, � y � C.

此时, 对于任意 x � H, 定义映像 PC: H � C为 PC (x ) = x 0,称 PC 为从H 到 C上的距离投影算子.众所周

知, PC 为非扩张映像
[ 4]

.

设 { Sn }
�
n= 1是 C到H的非扩张映像族,如果对于每一个有界序列 { zn } � C, 当 lim

n� �
� zn+ 1 - Sn zn� = 0

时,有 lim
n� �
� zn - Sm zn� = 0, �m � N,则称 { Sn }满足N ST - 条件 ( � )

[ 5]
.

引理 1
[ 4] � 设 C是H的非空闭凸子集,任给 x � H, z � C, 则 z = PC x等价于

�x - z, z - y�� 0, � y � C.

引理 2
[ 10] � 设 C是 H的有界闭凸子集, T: C � C是非扩张映像, 则 F (T ) � �.

引理 3
[ 10] � 设C是H的非空闭凸子集, T: C � H是非扩张映像,则 I - T次闭,即当 xn � x0且 xn - Txn �

y0时,有 ( I - T )x 0 = y0.

引理 4
[ 10] � 设 C是 H的非空闭凸子集, T: C � H是非扩张映像,则 F (T )是闭凸集.

2� 主要结果

定理 1� 设 C是H的非空闭凸子集, { Sn }
�
n= 1是 C到H的非扩张映像族, {�n } � [ 0, 1),则由算法 ( 2)

所生成的序列 {xn }有意义.

证明 � 首先利用数学归纳法证明 Cn是闭凸集. 事实上,当 n = 1时, C1 = C是闭凸集. 假设对某个 k

� N, Ck是闭凸集,则对于任意 z � Ck+ 1 � Ck,有

� � � � � z - yn� � � z - xn�,

即

� � � � 2�z, xn - yn�+ � yn�
2 � �xn�

2
.

故 Ck+ 1是闭凸集.因此对所有的 n � N, Cn是闭凸集.

其次证明 Cn是非空集.事实上, 显然 C1非空.假设对某个 k � N, Ck非空, 由于对于 i = 1, 2, �, k- 1,

有 C i+ 1 � C i, 所以 C1, C2, �, Ck都是非空集,从而 { x1, x2, �, xk } 有意义. 设 z � Ck并令 r = m ax{ � z -

yn� : n = 1, 2, �, k }.由于 Sr [ z ] = { y � Ck: � z - y� � r}有界闭凸, 且 PS r[ z] Sk是 S r [ z ]上的非扩张映

像,由引理 2可得:存在 u0 � Sr [ z ] � Ck,使得 PS r[ z ] Sk u0 = u0,这里 PS r[ z] 是H到 S r [ z]的距离投影算子.

对于任意 y � S r [ z ],利用引理 1可得 �y - u0, u0 - Sk u0�� 0, 特别地有�yk - u0, u0 - Sk u0�� 0. 因为 1

- �k � 0, 所以�yk - u0, ( 1 - �k ) ( u0 - Sk u0 ) �� 0,于是

�yk - u0, u0 - yk + yk - ( �k u0 + ( 1 - �k ) Sk u0 ) � = �yk - u0, u0 - (�k u0 + ( 1 - �k ) Sk u0 ) � =

�yk - u0, ( 1 - �k ) ( u0 - Sk u0 ) �� 0,

从而
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� u0 - yk�
2 � �yk - u0, yk - ( �k u0 + ( 1 - �k ) Sk u0 )� =

�yk - u0, �k ( xk - u0 ) + ( 1 - �k ) ( Skxk - Sk u0 ) � =

�k �yk - u0, xk - u0�+ ( 1 - �k ) �yk - u0, Skxk - Sk u0� �

�k� yk - u0� � �xk - u0� + ( 1 - �k )� yk - u0� � �Sk xk - Sk u0� �
� yk - u0� � �xk - u0� ,

因此 � u0 - yk� � � u0 - xk� .从 Ck+ 1的构造可得 u0 � Ck+ 1, 于是 Ck+ 1非空.由数学归纳法可得对所有

n � N, Cn都是非空集,因此由 ( 2)所生成的序列 { xn }有意义.证毕.

定理 2� 设 C是H的非空闭凸子集, { Sn }是 C到H的非扩张映像族, {�n } � [ 0, 1)满足 sup
n � N
�n < 1.

假设 {Sn }满足 NST - 条件 (� ), {xn }由算法 ( 2) 所生成,则下列结论等价:

(� ) �
�

n= 1
Cn非空;

(� ) {xn }有界;

(� )F = �
�

n= 1
F (Sn ) 非空;

(� )xn � PF x ( n � � ).

证明 � ( � ) � ( � ) .

从定理 1知 { xn } 有意义.任给 p � �
�

n= 1
Cn,利用 PCn

的非扩张性可得

� � � � � xn - p� = �PC n
x - PCn

p� � �x - p�, � n � N,

从而 { xn }有界,所以 ( � )可推出 ( � ).

( � ) � ( � ) .由 xn+ 1 = PCn+ 1
x, xn = PC n

x, Cn+ 1 � Cn,可得

� � � � � x - xn� � �x - xn+ 1� , � n � N. ( 3)

因为 { xn }有界,所以 { �x - xn� }也有界,由 ( 3) 式知 { �x - xn� }的极限存在.利用引理 1可得 �xn+ 1 -

xn, xn - x�� 0, 于是

� xn+ 1 - xn�
2

= � xn+ 1 - x - (xn - x )� 2
= �xn+ 1 - x� 2

- 2�xn+ 1 - x, xn - x�+ �xn - x� 2
=

� xn+ 1 - x� 2
- �xn - x� 2

- 2�xn+ 1 - xn, xn - x� � � xn+ 1 - x� 2
- � xn - x� 2

,

从而

� � � � lim
n� �
�xn+ 1 - xn� = 0. ( 4)

由 xn+ 1 � Cn+ 1 � Cn可得 � xn+ 1 - yn� � � xn+ 1 - xn�, 结合 ( 4)式可得 lim
n� �
�xn+ 1 - yn� = 0.

另一方面,对每一 n � N, 有

� xn+ 1 - yn� = � xn+ 1 - �nxn - ( 1 - �n )Snxn� = ��n ( xn+ 1 - xn ) + ( 1 - �n ) ( xn+ 1 - Snxn )� �

( 1- �n )� xn+ 1 - Sn xn� - �n� xn+ 1 - xn�,

所以

� � � � � xn+ 1 - Snxn� �
1

1 - �n
�xn+ 1 - yn� + �n� xn+ 1 - xn� .

因为 sup
n� N
�n < 1,所以 l im

n� �
� xn+ 1 - Snxn� = 0.又因为 { Sn }满足N ST - 条件 (� ), 所以

� � � � lim
n� �
� xn - Sm xn� = 0, �m � N. ( 5)

由于 { xn }有界,所以存在子列 { xni
} � {xn }, 使得 xn i

� v,由 ( 5)式可得 lim
i� �
� xni

- Sm xn i
� = 0, �m � N.利

用引理 3可得 v � F (Sm ), �m � N,所以 v � F. 因此 F = �
�

n= 1
F (Sn ) 非空.

( � ) � ( � ) .假设 F = �
�

n = 1
F ( Sn )非空,从引理 4可得,对所有的 n � N, F (Sn )是闭凸的,所以 F是非

空闭凸的.因此 PF x有意义. 下面我们证明对所有的 n � N, F � Cn.

显然 F � C1 = C.假设对某个 n � N有 F � Cn,则 �w � F � Cn,有
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� yn - w� = ��nxn + ( 1- �n )Snxn - �nw - ( 1 - �n )w � �

�n� xn - w � + ( 1 - �n ) �Snxn - Snw� � � xn - w� ,

从而 w � Cn+ 1.由数学归纳法可得对所有的 n � N,都有 F � Cn, 因此 F � �
�

n= 1
Cn.

再证明 { xn }是柯西列.因为 F非空, 所以 �
�

n= 1
Cn非空.从 ( � ) � ( � )可得 { xn }有界, 再从 ( � ) � ( � )

的证明可得 lim
n� �
�x - xn�存在.由 xn = PC n

x可知

� � � � �x - xn, xn - y�� 0, �y � Cn. ( 6)

因为 F � �
�

n = 1
Cn,所以

� � � � �x - xn, xn - w�� 0, �w � F. ( 7)

根据 Cn的构造可得:对任意正整数 l� 1, 有 Cn+ l � Cn,于是 xn+ l = PCn+ l
x � Cn. 从 ( 6)式知

� � � � �x - xn, xn - xn+ l �� 0, ( 8)

于是

� xn - xn+ l�
2

= � xn - x + x - xn+ l�
2

= �xn - x� 2
+ �x - xn+ l�

2
- 2�x - xn, x - xn+ l� �

� x - xn+ l�
2

- � xn - x� 2
- 2�x - xn, xn - xn+ l 4 [ + x - xn+ l +

2
- + xn - x+

2
, ( 9)

所以 lim
ny ]

+ xn - xn+ l + = 0, P l I N,因此 { xn }是柯西列.由于H是 H ilbert空间且 C是闭凸的,我们能够假

设 xn y q I C ( n y ] ).

最后证明 q = PF x.因为 { xn }有界且 {Sn }满足 NST - 条件 ( Ò ), 利用 ( � ) ] ( � ) 的证明方法可得

( 5)式成立,从而对所有的m I N,有 lim
ny ]

Sm xn = q.根据非扩张映像 Sm的连续性可得 q I F (Sm ), P m I N,

从而 q I F.对 ( 7)式两边取极限可得

    3x - q, q - w 4 \ 0, P w I F,

由引理 1可知 q = PF x.

( � ) ] ( � ) .因为 xn y PF x,所以 PF x有意义,因此 F非空.从 F < Cn可得 H
]
n= 1Cn非空.

由定理 1和定理 2可直接得到以下推论:

推论 1 设 C是 H的非空闭凸子集, S: C y H 是非扩张映像, { An } < [ 0, 1).设 x I H, C1 = C,定义

如下迭代序列

    

xn = PC
n

( x ),

yn = Anxn + ( 1- An )Sxn,

Cn+ 1 = { z I Cn: + z - yn + [ + z - xn + },  n I N,

( 10)

则序列 { xn } 有意义.

推论 2 设 C是 H的非空闭凸子集, S: C y H是非扩张映像, { An } < [ 0, 1)满足 sup
nI N

An < 1.设序列

{ xn }由 ( 10)式所生成,则下列结论等价:

( � ) H
]

n= 1
Cn非空;

( � ) {xn }有界;

( � )F ( S )非空;

( � ) xn y PF ( S ) x ( n y ] ).

在 ( 2)式和 ( 10)式中,如果 An S 0,则由定理 2和推论 2分别得到以下推论:

推论 3 设C是H的非空闭凸子集, { Sn }是 C到H的非扩张映像族. 假设 { Sn }满足NST - 条件 ( Ò ).

设 x I H, C1 = C,定义序列 { xn }如下:

    
xn = PCn

( x ),

Cn+ 1 = { z I Cn: + z - Sn xn + [ + z - xn + },  n I N,
( 11)
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则序列 { xn } 有意义且下列结论等价:

( � ) H
]

n= 1
Cn非空;

( � ) { xn }有界;

( � ) F = H
]

n = 1
F( Sn )非空;

( � ) xn y PF x( n y ] ).

推论 4 设 C是 H的非空闭凸子集, S: C y H是非扩张映像,设 x I H, C1 = C,定义序列 { xn }如下:

    
xn = PCn

( x) ,

Cn+ 1 = { z I Cn: + z- Sxn + [ + z- xn + },  n I N,
( 12)

则序列 { xn } 有意义且下列结论等价:

( � ) H
]

n= 1
Cn非空;

( � ) {xn }有界;

( � )F ( S )非空;

( � )xn y PF (S ) x ( n y ] ).

注 1 本文的结果改进和推广了文献 [ 2~ 3]的相关结果.
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