
云南大学学报 (自然科学版 ), 2011, 33 ( 3): 249~ 252 CN 53- 1045 /N� ISSN 0258- 7971

Journal ofYunnan Un iversity h ttp: / /www. yndxxb. ynu. edu. cn

广义向量平衡问题的对偶
*

孙祥凯
1
, 程 � 莹 2

( 1. 重庆大学 数学与统计学院, 重庆 � 401331; 2. 苏州大学 数学科学学院, 江苏 苏州 � 215006)

摘要: 首先利用 Fenche l共轭函数的方法引入了广义向量平衡问题的对偶问题, 然后在稳定性条件的假设

下, 讨论了广义向量平衡问题的解与其对偶问题的解之间的关系.
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平衡问题作为非线性分析的一个重要内容, 它的研究不仅具有理论意义, 而且更有实际应用价值. 文

献 [ 1]中, B lum 和 Oettli首先引入了标量平衡问题的基本模型, 即: 设 K 是 R的一个非空子集, f: K �K � R

为实值函数, 满足 f ( x, x ) � 0, � x � X, 找 x
* � K, 使得 f (x

*
, y ) � 0, � y � K. 随后, 平衡问题被诸多学

者推广至向量平衡问题并进行了深入的研究
[ 2- 5]

.

随着平衡问题的深入研究, 平衡问题的对偶理论 ( DEP) 的研究也得到了快速的发展. 在文献 [ 6] 中,

B elenk ii提出了平衡问题及其对偶模型. 通过交换变量的顺序, 同时改变不等式左边的符号得到了经典的

对偶模型和基本的对偶理论, 即: 对偶问题的对偶问题是原问题. 在文献 [ 7] 中, K onno和 Schaib le根据不

同模型的平衡问题定义了各种各样的对偶问题, 并证明了这些不同对偶模型对应的单调性平衡问题解的

存在性. 同时在各种各样的广义单调性和广义凸假设下, 研究了文献 [ 1] 提出的平衡问题的解与对偶问题

的解之间的关系. 在文献 [ 8] 中, A nsari和 S idd iq i把这种对偶模式推广到广义向量平衡问题的情况, 定义

了几种广义向量平衡问题的对偶模型, 并且在广义伪单调性的条件下证明了这几种对偶模型解的存在性,

同样也得到了一些关于广义向量平衡问题的解与对偶问题的解之间的关系以及经典的对偶理论.

受文献 [ 8 - 12] 的启发, 在本文中, 我们首先引入了广义向量平衡问题的对偶问题. 然后讨论了广义

向量平衡问题的解与其对偶问题的解之间的关系.

1� 预备知识

在本文中, 我们设 Y为由尖闭凸锥K 确定的偏序实拓扑向量空间且 intK � �. 对任意的 y1, y2 � Y, 我

们利用下面的序关系:

� � y1 > y2 � y1 - y2 � intK, y1 � y2 � y1 - y 2 � in tK.

我们在 Y中增加 2个虚点 + � 和 - � 并定义为扩充空间 �Y. 这 2个点满足下面条件: 对任意的 y � Y,

� � - � < y < + � , ( � � ) + y = y + ( � � ) = � � 和 ( � � ) + ( � � ) = � � .

假定 - ( � � ) = � � . 由于 + � - � 这种形式可以避免, 所以本文中不作考虑.

给定集合 D � �Y, 我们称所有位于 D之上的点组成的集合为 A (D ), 而所有位于 D之下的点组成的集

合为 B (D ), 分别定义如下:

A (D ) = { y � �Y 存在 y�� D, 使得 y > y�} 和 B (D ) = { y � �Y 存在 y�� D, 使得 y < y�}.
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显然 A (D ) � Y � { + � }, B (D ) � Y � { - � }, B (D ) = - A (- D ).

定义 1
[ 9]

� 如果 ŷ � D且 ŷ � A (D ), 则称点 ŷ � �Y为集合 D � �Y的极小值点. 即: ŷ � D且不存在点

y�� D, 使得 ŷ > y�. 集合 D 的所有极小值点组成的集合称为 D的最小值, 记为 M in D. 类似的可以定义集

合 D 的最大值 M axD.

定义 2
[ 9] � 如果 ŷ � A (D ) 且 A ( { ŷ } ) � A (D ), 则称点 ŷ � �Y是集合 D � �Y的下确界点. 即: 不存在

y � D, 使得 ŷ > y, 且若 y�> ŷ, 则存在某个 y � D, 使得 y�> y. 集合 D的所有下确界点组成的集合称为集

合 D 的下确界, 记为 InfD. 类似的可以定义集合 D 的上确界记为 Sup D.

命题 1
[ 9] � 若 F1 和 F 2 是从空间 X 到 �Y的 2个集值映射, 则有

� � In f �
x� X

[F1 (x ) + F2 ( x ) ] = Inf �
x � X

[F1 ( x ) + In fF 2 ( x ) ] .

假定 + � - � 这种情况不会发生.

命题 2�
[ 9 ]

� 若 F 是从 X 到 �Y的集值映射, 则

� � In f �
x� X

F ( x ) = Inf �
x� X

InfF (x ).

注 1� 最大值和上确界也可以得到类似的结论.

令 X 是另一个实拓扑向量空间, L (X, Y) 是所有从 X 到 Y的线性连续算子, 对 x � X 和 T � L (X, Y),

Tx 是 Y中的一个元素.

定义 3
[ 10] � 令 F是从 X 到 �Y的一个集值映射.

( 1) 若集值映射 F
*

: L (X, Y) � 2
�Y
满足

� � F
*

(T ) = Sup �
x � X

[Tx - F ( x ) ] , 其中 T � L (X, Y),

则称 F
*
为 F 的共轭映射.

( 2) 若集值映射 F
* *

: X � 2
�Y
满足

� � F
* *

(x ) = Sup �
T � L (X, Y)

[Tx - F
*

(T ) ], 其中 x � X,

则称 F
* *

为 F 的双共轭映射.

定义 4
[ 10] � 令 x̂ � X, ŷ � F ( x̂ ). 算子 T � L (X, Y) 称为 F 在点 ( x̂, ŷ ) 的次梯度, 若

� � Tx̂ - ŷ � M ax �
x� X

[Tx - F (x ) ].

F 在点 ( x̂, ŷ ) 的所有次梯度组成的集合称为 F在点 (x̂, ŷ ) 的次微分, 记为 �F ( x̂, ŷ ). 若对任意的 ŷ � F ( x̂ )

有 �F ( x̂, ŷ ) � �, 则称 F 在点 x̂是次可微的.

2� 广义向量平衡问题的对偶问题

在本节中, 考虑下面的广义向量平衡问题 (G VEP ):

对于任意的 y � C, 找 �x � C 满足 h( �x ) + �( �x, �x ) � f (�x, y ) + h ( y ) + �( �x, y ) + in tK, 其中 f, �: X �

X � Y � { + � }, h: X � Y � { + � }, 并且 h是凸的向量值映射且对任意的 x � C满足 f (x, x ) = 0.

下面我们总假定非空集 S 是广义向量平衡问题的可行解集, 并且记: fx ( y ) = f ( x, y ), �x ( y ) =

�( x, y ). 对给定的 x � C, 考虑下面的参数向量优化问题:

� � (Px ) � M in
y� C

{fx (y ) + �x ( y ) + h ( y ) }.

本文中, 问题 (Px ) 的解集记作 M in(Px ). 显然若 �x � C是 (G VEP ) 的解当且仅当 �x � C是 (Px ) 的解.

因此, 我们把广义向量平衡问题 (G VEP ) 转化为与之等价的向量优化问题 (Px ). 下面我们通过研究 (Px )

的对偶问题来研究 (GVEP ) 的对偶问题.

首先, 我们定义含参函数 � x (y, u): X �X � Y � { + � } 如下:

� � � x ( y, u ) =
fx (y ) + �x ( y ) + h ( y + u ), 若 y � C,

� � � � + � , � � � � � � 其它.

显然, 对于任意的 y � C, 都有 � x ( y, 0) = fx ( y ) + �x ( y ) + h (y ).
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考虑 � x 的共轭映射:

�
*
x (T, � ) = Sup{Ty + �u - � x ( y, u ) y � X, u � X } =

Sup{Ty + �u - fx ( y ) - �x ( y ) - h ( y + u ) y � C, u � X },

其中 T � L (X, Y), � � L (X, Y).

令 q = y + u � X. 由命题 1和命题 2, 我们有

- �
*

x ( 0, � ) = - Sup{ �u - fx ( y ) - �x (y ) - h( y + u ) y � C, q � X } =

- Sup{ � ( q - y ) - fx ( y ) - �x ( y ) - h( q ) y � C, q � X } =

Inf{�y - �q + fx ( y ) + �x (y ) + h ( q ) y � C, q � X } =

Inf �
y� C

{ fx ( y ) + �x ( y ) + �y - �q + h( q ) q � X } =

Inf �
y� C

Inf{fx (y ) + �x ( y ) + �y - �q + h( q) q � X } =

Inf �
y� C

{ fx ( y ) + �x ( y ) + �y + Inf{ - �q + h ( q ) q � X } } =

Inf �
y� C

{ fx ( y ) + �x ( y ) + �y - h
*

( � ) }.

由上面的推导, 基于 f 的共轭函数是 f
*

, 我们给出 (G VEP ) 的对偶问题为:

(DGVEP ) M ax
� � L (Z, Y)

In f �
y� C

{fx ( y ) + �x ( y ) + �y - h
*

(� ) },

同样记 (DGVEP ) 的解集为 M ax (DGVEP ).

定理 1(弱对偶 ) � 对任意给定的 x � S, y � C及 � � L (X, Y), 有

� � fx (y ) + �x ( y ) + h ( y ) � B (- �
*

x ( 0, � ) ).

证明 � 因为对任意的 y � C, 有 � x ( y, 0) = fx ( y ) + �x ( y ) + h (y ). 由文献 [ 10] 的命题 5. 1, 有

fx ( y ) + �x (y ) + h( y ) � B ( - �
*
x ( 0, � ) ). 证毕.

定义 5� 若集值映射W x ( u) = Inf{� x ( y, u ) y � X }在点 0x是次可微的, 则称问题 (Px )相对于 � x是

稳定的.

定理 2
[ 10]

(强对偶 ) � 若问题 (Px ) 相对于 � x 是稳定的, 则有

� � M in(Px ) = InF (Px ) = Sup(DG VEP ) = M ax(DGVEP ).

若 �x � C满足 h ( �x ) + ��x ( �x ) � M in(P �x ), 则称 �x � C 为 (GVEP ) 的解. 若 �� � L (X, Y) 满足

- �
*
x ( 0, �� ) � M ax(DGVEP ) � �, 则称 �� � L (X, Y) 为 (DGVEP ) 的解.

下面定理 3给出了广义向量平衡问题 ( GVEP ) 的解与其对偶问题 (DG VEP ) 的解之间的关系.

定理 3� 假定问题 (Px )相对于 � x 是稳定的. 如果 �x � C是 (G VEP )的解, 则一定存在 �� � L (X, Y)是

(DGVEP ) 的解, 且满足 h( �x ) + ��x ( �x ) � - �
*
�x ( 0, �� ).

证明 � 因为 �x � C是 ( GVEP ) 的解, 所以 �x � C 也是 (P �x ) 的解. 又因为问题 (Px ) 相对于 � x 是稳定

的, 所以由定理 2可得

h( �x ) + ��x ( �x ) � M in(P�x ) � m ax(DGVEP ) = M ax
� � L (X, Y)

[ - �
*
�x ( 0, � ) ].

从而一定存在 �� � L (X, Y), 满足 h( �x ) + �x ( �x ) � - �
*
x ( 0, �� ).

下面我们证明 �� � L (X, Y) 是 (DG VEP ) 的解. 假设 �� � L (X, Y) 不是 (DGVEP ) 的解. 因为 h( �x ) +

�x ( �x ) � - �
*
�x ( 0, �� ), 所以

� � h( �x ) + ��x ( �x ) � M ax
� � L (X, Y)

[ - �
*
�x ( 0, � ) ] .

因此一定存在 �1 � L (X, Y) 及 y1 � - �
*
�x ( 0, � ), 满足 h ( �x ) + ��x ( �x ) < y1, 由于 f �x ( �x ) = 0, 所以

� � f �x ( �x ) + h (�x ) + ��x ( �x ) � B (- �
*
�x ( 0, �1 ) ),

这与定理 1矛盾. 因此一定存在 �� � L (X, Y) 是 (DM VEP ) 的解. 证毕.

下面定理 4说明了条件 h ( �x ) + ��x ( �x ) � - �
*
�x ( 0, �� ) 在本文中具有非常重要的作用.

定理 4� 若 (�x, �� ) � C �L (X, Y)满足 h ( �x ) + ��x ( �x ) � - �
*
�x ( 0, �� ), 则 �x � C是 (GVEP ) 的解, �� �
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L (X, Y) 是 (DGVEP ) 的解.

证明 � 假设 �x � C不是 (GVEP ) 的解, 因此 �x � C 也不是 (P�x ) 的解, 即

� � h( �x ) + ��x ( �x ) � M in �
y� C

{ fx ( y ) + �x (y ) + h (y ) }.

因此存在 y1 � C, 使得

� � f �x (y 1 ) + ��x ( y1 ) + h ( y1 ) < h( �x ) + ��x ( �x ).

又因为 h ( �x ) + ��x ( �x ) � - �
*
�x ( 0, �� ), 所以 f �x ( y1 ) + ��x ( y1 ) + h( y1 ) � B ( - �

*
�x ( 0, �� ) ). 这与定理 1矛盾,

因此 �x � C 是 (GVEP ) 的解.

假设 �� � L (X, Y) 不是 (DG VEP ) 的解. 因为 h( �x ) + ��x ( �x ) � - 5
*
�x ( 0, �+ ), 所以 h ( �x ) + U�x ( �x ) |

M ax+I L (X, Y)
[ - 5

*
�x ( 0, �+ ) ] . 从而存在 +1 I L (X, Y) 及 y1 I - 5

*
�x ( 0, �+ 1 ), 满足 h( �x ) + U�x ( �x ) < y1, 这就证明

了

  h( �x ) + U�x ( �x ) I B ( - 5
*
�x ( 0, + 1 ) ),

即 f�x ( �x ) + h ( �x ) + U�x ( �x ) I B ( - 5
*
�x ( 0, + 1 ) ), 其中 f�x ( �x ) = 0, 这再次与定理 1矛盾. 因此 �+ I L (X, Y)是

(DGVEP ) 的解. 证毕.

注 1 由定理 4可知: 若 h ( �x ) + U�x ( �x ) I - 5
*

�x ( 0, �+), 则 �x I C 是 (GVEP ) 的解, �+ I L (X, Y) 是

(DGVEP ) 的解. 因此, 为了得到 (GVEP ) 和 (DGVEP )的解, 我们只需找到满足 h ( �x ) + U�x ( �x ) I - 5
*
�x ( 0,

�+ ) 的 ( �x, �+ ) 即可.
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A I IZ v1 (A ) = aZ A I Iv1
,

      v(A ) = aZ A I Iv Z vIv
(A ) = a,

即 I = Iv1
, v = v1v

. 证毕.
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Abstract: The m a in purpose of th is paper is to show a k ind o f relat ion betw een u ltraideals and tw o- va lued

fin ite ly additivem easures. F irst ly, the properties o f ultraideals are researched, and som e equ ivalent conditions, that

a ideal is ultraideals, are ob tained. On the one hand, tw o- va lued f inite ly additivem easure is constructed w ith u l2

tra idea ls; on the o ther hand, u ltraideal is gotten w ith two- va lued fin itely add itivem easure. Furtherm ore, the con2

sistence betw een them is proved.
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Abstract: A dua l schem e for a genera lized vector equ ilibrium prob lem is introduced by using the m ethod of

Fenchel conjugate function. U nder the stab ilization cond ition, the relat ionships betw een the so lut ions o f genera l2

ized vector equilibrium problem ( GVEP) and dual generalized vector equ ilibr ium problem ( DGVEP) are d is2

cussed.

K ey w ords: generalized vecto r equilibrium problem; subd ifferen tia;l dual genera lized vector equ ilibrium

problem; con jugate function
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