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摘� 要:在非紧超凸度量空间中的非紧允许集上,改进并推广了 Browder 不动点定理, 讨论了 Ky Fan 极大极小不等式.

在应用中,给出了 2 个新的非合作 n- 人对策的Nash平衡存在定理.
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1956年,Aronszajn等
[ 1]
引入了超凸度量空间的概念; 1996年, Khamsi

[ 2]
在超凸度量空间中引进了 KKM

映象; 1999年, Yuan
[ 3]
研究了超凸空间中的广义度量 KKM 映射和 Browder- Fan型不动点定理, Park

[ 4]
也对

超凸空间的不动点性质进行了研究; 2000年, Kirk 等
[ 5]
建立了超凸空间中的 KKM 理论,研究了 Browder-

Fan不动点定理, Ky Fan极大极小不等式及 Nash平衡等.

笔者在非紧超凸空间的非紧允许集上,建立新的 Browder 不动点定理和Ky Fan极大极小不等式,并进

一步研究 Nash平衡存在定理的应用, 从而改进并推广了有关文献的结论.

1 �预备知识
设 X 为拓扑空间, � � A � X ,记 2

A
为A 的子集族, F ( A ) 为 A 的非空有限子集族.度量空间( M , d )

称为超凸(度量) 空间,若对 � { x i } i � I � M 及 � { r i } i � I � R
+

,满足 � i , j � I ,有 d ( x i , xj ) � r i + r j , 则

� i � IB ( x i , xj ) � �,闭球 B( x , r ) = { y � M : d ( x , y ) � r} .若 A 为度量空间( M , d ) 的非空有界子集, 则

A 的闭球包 co ( A ) = { � B : B为M中的闭球且A � B } . M 的允许集族 A( M ) = {A � M : A = co ( A ) } ,

�A � A( M ) 称为 M 的允许集.设 �为M的非紧性测度, 则对 M 的任一非空有界集A , �( A ) = | inf | { �

> 0:存在 n 使得A � � n
i= 1A i ,且 d( A i ) < �, i = 1, 2, � , n } .其中 d( A i ) = sup

x, y � A
i

d( x , y ) , i = 1, 2, � , n.

设 X � �, ( M , d ) 为度量空间,集值映射 G : X � 2
M

\ { �} 称为广义度量 KKM(简记为GMKKM) 映

射, 若 � { x 1 , � , x n} � F( X ) , 存在{ y 1 , � , y n} � F( M ) ,使得 � { yi
1
, � , yi

k
} � { y 1 , � , yn } ,有 co { y i

1
, � ,

yi
k
} � � k

j = 1 G ( x i
j
) .特别地,设 � � X � M , G: X � 2

M
\ { �} 称为度量KKM(简记为MKKM) 映射, 若对

� { x1 , � , xn } � F( X ) ,有 co{ x 1 , � , xn } � � n
i= 1G ( x i ) . 设 M 为超凸空间, � � X � A( M ) ,函数 f : X �

�R = (- � , + � ] 称为超拟凸(超拟凹) 的,若对 � � � R, { x � X : f ( x ) � �} (相应地, { x � X : f ( x ) �
�} ) � A( M ) ,且可将�� 与�� 等价地分别换为�< �与�> �;设 � � �R; �: M � X � �R称为关于 M 超

�- 广义拟凸(凹) 的, 若 � { x 1 , � , x n } � F( X ) ,存在{ y1 , � , yn } � F( M ) ,使得 � { y i
1
, � , yi

k
} � { y 1 , � ,

yn } 及 x 0 � co{ xi
1
, � , xi

k
} ,有 � � max

1� j � k
�( x 0 , y i

j
) (相应地, � � min

1� j � k
�( x 0 , yi

j
) ) .
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设 I = { 1, � , n} 为局中人集.一个非合作 n- 人对策为一个2n- 元序组 �= ( X 1 , � , X n ; f 1 , � , f n ) .

对每个局中人 i � I , X i � �为其策略空间, f i : X = �
n

i= 1
X i � R 为其支付函数(或损失函数) , X 称为结果

空间.对 � i � I , 记 X
i

= � j �1
X j , � i

: X � X i 及 �
i

: X � X
i

为自然投射, 记 xi = � i
( x ) , x

i

=

�
i

( x ) , � x � X .对 � x , y � X ,设 x = ( x 1 , � , xn ) , y = ( y 1 , � , y n ) , 记( yi , x
i
) = ( x 1 , � , x i- 1 , yi , xi+ 1 ,

� , xn ) .设 �1 , � , �n � R
+

,称 x̂ 为非合作n - 人对策 �的一个{ �1 , � , �n } - Nash平衡点,若对 � i � I ,

有 f i ( x̂ ) � sup
x
i
� X

i

f i ( x i , x̂
i
) - �i .特别地,对策 �的( 0, � , 0) - Nash平衡点简称为 �的 Nash平衡点,此时,

对 � i � I ,有 f i ( x̂ = sup
x
i
� X

i

f ( x i , x̂
i
) .

引理 1
[ 5] � 设 X � �, Y 为拓扑空间, G : X � 2

Y
, F : Y � 2

X
定义为

F ( y ) = X \ G
- 1

( y ) � � � y � Y,

则 G 为转移闭值集值映射当且仅当F 有转移开下截口.

引理 2
[ 5] � 设 M为超凸空间, � � X � M , G: � 2

M
\ { �} 为转移闭值集值映射,且 inf

x � X
m( clG ( x ) ) =

0, 则 � x � XG ( x ) � �当且仅当 clG 为 GMKKM映射.

引理 3
[ 5]
� 设 X � �, M 为超凸空间, � � R, �: M � X � �R ,则下列条件等价:

� � ( 1) 映射 G: X � 2
M

\ { �} 定义为: G ( x ) = { y � M : �( y , x ) � �} (相应地, G( x ) = { y � M : �( y ,

x ) � �} ) , � x � X ,为 GMKKM 映射.

� � ( 2) 函数 �为关于M 超 �- 广义拟凹(相应地,凸) 的.

引理 4
[ 5] � 设 X � �, M为超凸空间, G : X � 2

M
\ { �} 为有限度量闭值集值映射, 则族{ G ( x ) } x � X 有

有限交性质当且仅当 G 为 GMKKM 映射.

引理 5� ( � ) 设( M , d) 为度量空间, {A i } i � I � A( M ) , 则 � i � IA i = �或 � A( M ) . ( � ) 若{ ( M i ,

d i ) } 为超凸空间的有限族,其中 i = 1, � , n. M = �
n

i= 1
M i ,对 � x , y � M , x = ( x 1 , � , x n ) , y = ( y 1 , � ,

yn ) ,令 d( x , y ) = max
1� i � n

{d i ( x i , yi ) } ,则( M , d ) 为超凸空间.

证明� 据允许集定义, ( � ) 显然.下证( � ) .首先, ( M , d ) 为度量空间.若 � { x� } �� I � M , x � = ( x �
1
,

� , x�
n
) , � { r�} �� I � R

+
, 满足 � �, � � I ,有 d ( x �, x�) � r�+ r�,则由 Mi 的超凸性及关系式: d ( x �

i
, x �

i
)

� d ( x �, x �) � r� + r�,知 � �� IB i ( x �
i
, r� ) � �, i = 1, � , n,则

� �� IBi ( x �, r�) = � �� I ( �
n

i= 1
B i ( x �

i
, r� ) ) = �

n

i= 1
� �� IB i ( x�

i
, r �) � �.

( M , d ) 为超凸空间.

引理 6
[ 2,3] � 若 M 为超凸空间, 则 M 为完备度量空间.

引理 7
[5] � 设( M , d) 为完备度量空间, { F i } i � I 为M 中有有限交性质的非空闭子集族,若inf

i � I
�( F i ) =

0, 则 � i � IF i � �且为紧集.

2 �主要结果
在Kirk等

[5]
的定理 1、Yuan

[ 3]
的定理 6及Park

[ 4]
的定理3的基础上,有如下的非紧超凸度量空间中集

值映射的 Browder不动点定理.

定理 1� 设M 为超凸空间, � � X � A( M ) , F : X � 2
X

\ { �} 满足: ( 1) inf
x � X
�( cl ( X \ F

- 1
( x ) ) ) = 0;

( 2) F 有转移开下截口; ( 3) � x � X , F( x ) � A( X ) ;存在 x 0 � X ,使得 x 0 � F ( x 0 ) .

证明 � 定义集值映射 G: X � 2
X
为:

G ( x ) = X \ F
- 1

( x ) � � � x � X ,
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由( 2) 及引理 1知, G 为转移闭值集值映射.

� � ( � ) 若存在 x 0 � X , 使得 G( x0 ) = �, 则 F
- 1

( x 0 ) = X . 当 � x � X , 均有 x 0 � F ( x ) , 而且,

x 0 � F ( x 0 ) .

� � ( � ) 若 � x � X , G ( x ) � �, 因 X = � y � XF
- 1

( y ) , 故 � x � XG( x ) = �. 由( 1) 及引理 2知, G 不为

GMKKM映射, G 不为 MKKM 映射. 所以存在{ x 1 , � , xn } � F( X ) 及 x 0 � co { x 1 , � , x n} , 使得 x 0 �/

� n
i = 1 G( xi ) ,即: � i � { 1, � , n} , x 0 �/ G( xi ) .由 G 的定义, x 0 � F

- 1
( x i ) . 即 xi � F( x 0 ) , i = 1, � , n. 由

( 3) 知 x 0 � co { x 1 , � , xn } � F ( x 0 ) .

注� 定理1从紧性方面推广了Kirk等
[ 5]
的定理 1,从紧性和下截口开性两方面推广了Yuan

[ 3]
的定理

6及 Park
[ 4]
的定理 2.

据定理1, 有如下的非紧超凸度量空间中的Ky Fan极大极小不等式.

定理 2� 设 M 为超凸空间, � � X � A( M ) , � � �R, �: X � X � �R.满足: ( 1) inf
x � X

( cl { y � X : �( y ,

x ) ) � �} ) = 0; ( 2) � x � X , y � �( x , y ) 关于 y 为超�- 广义拟凹的; ( 3) � y � X , x � �( x , y ) 关于

x 为下半连续的. 则存在 x 0 � X ,使得sup
y � X
�( x 0 , y ) � �.

证明 � 定义集值映射 G: X � 2
X
为

G( x ) = { y � X : �( x , y ) � �} � � � x � X .

由( 2) , ( 3) 知, G 为X 上非空闭值集值映射, 且由 ( 2) 及引理 3 知, G 为 GMKKM 映射. 由引理 4知,

{G ( x ) } x � X 有有限交性质,再由( 1) 及引理6和引理7知, � x � XG ( x ) � �. 任取 x0 � � x � XG( x ) , 则对 � y

� X , �( x 0 , y ) � �,从而sup
x � X
�( x 0 , y ) � �.

注� 定理 2将 Chang
[ 6]
定理 4改进移植到了非紧超凸度量空间并从X 的紧性及 y � �( x , y ) 的凹性

两方面推广了 Kirk等
[ 5]
的定理 8.

据定理2, 有如下的非紧超凸度量空间中非合作 n - 人对策的Nash平衡点存在定理.

定理 3� 设 �= ( X 1 , � , Xn ; f 1 , � , f n ) 为一个非合作 n - 人对策,且满足: ( 1) � i � I = { 1, � , n} ,

X i 为超凸空间M i 的非空子集,且 X = �
n

i= 1

X i � A( �
n

i= 1

Mi ) ; ( 2) � i � I , f i : X � R使得�
n

i = 1

f i 在X 上为上

半连续的; ( 3) � i � I , � x i � X i , y
i � f i ( x i , y

i
) 在 X

i
上为下半连续的; ( 4) � i � I , � y � X , xi �

�
n

i= 1
( f i ( xi , y

i

) - f i ( y ) ) 在X i 上为超0- 广义拟凹的; ( 5) inf
x � X
�( cl { y � X : �

n

i= 1
( f i ( x i , y

i

) - f i ( y ) ) � 0} )

= 0.则 �有Nash平衡点.

证明 � 定义实值函数 �: X � X � R为

�( x , y ) = �
n

i= 1
( f i ( yi , x

i
) - f i ( x ) ) � � � ( x , y ) � X � X .

由( 2) , ( 3) 知, 对 � y � X , x � �( x , y ) 关于 x 在X 上是下半连续的. 由( 4) 知,对 � x � X , y � �( x , y )

为关于 y 超 0- 广义拟凹的.据( 5) 知:

inf
x I X

( cl { y I X : U( y , x ) ) [ 0} ) = 0.

由( 1) 及引理 5( �) 知,根据定理 2,存在 x̂ I X , 使得sup
y I X

U ( x̂ , y ) [ 0.对 P i I I , P x i I X i ,令 y = ( x i ,

x̂
i
) I X ,则

U( x̂ , y ) = f i ( xi , x̂
i

) - f i ( x̂ ) [ 0.

f i ( x̂ = sup
x I X

f i ( xi , x̂
i
) , P i I I ,即 x̂ 为 # 的 Nash平衡点.

注 定理 3从紧性、凹性等方面改进了Tan
[7]
定理2.从 X i 的紧性和f i 的连续性及x i y f i ( xi , y

i
) 的

凹性等几方面推广了 Kirk等
[ 5]
的定理 5. 3, Nikaido等

[ 8]
的定理 3. 1和Aubin

[ 9]
P 286的定理 1.

据定理1, 有如下的非紧超凸度量空间中非合作 n - 人对策的{ E1 , , , En } - Nash平衡点存在定理.
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定理 4  设 # = ( X 1 , , , X n ; f 1 , , , f n ) 为一个非合作 n - 人对策, f i : X = 7

n

j= 1

X j y R , { Ei }
n

i = 1 < R,

{ Ei }
n

i= 1 < R
+

, G : X y 2
X
定义为

G ( x ) = H
n

i= 1{ y I X : f i ( x i , y
i
) > sup

u
i
I X

i

f i ( ui , y
i
) - Ei }   P x I X .

且对 P i I I ,满足: ( 1) X i 为超凸空间Mi 的非空子集且X I A( 7

n

i= 1
M i ) ; ( 2) P xi I X i , y

i
y f i ( x i , y

i
) 在

X
i
上为下半连续的; ( 3) P y i I X

i
, x

i
y f i ( xi , y

i
) 在 X i 上为超拟凹的; ( 4) inf

x I X
L ( cl ( X ) \ G( x ) ) = 0.

则 # 在X 中有( E1 , , , En ) - Nash平衡点.

证明  定义集值映射 T : X y 2
X
为

T ( x ) = H
n
i= 1{ y I X : f i ( y i , x

i
) > sup

u
i
I X

i

f i ( u i , x
i
) - Ei }   P x I X .

对 P x I X , T ( x ) X 5, 且由( 3) 及引理 5( �) 知, T ( x ) I A( X ) .由( 2) 及 T
- 1

( y ) = G( y ) , T 有开下截

口, T 有转移开下截口.再据( 1) , ( 4) 知, T 满足定理 1的全部条件,故存在 x̂ I X , 使得 x̂ I T ( x̂ ) , 即: 对

P i I { 1, , , n} , f i ( x̂ ) > sup
u
i
I X

i

f i ( ui , x̂
i

) - Ei ,进而有: f i ( x̂ ) \ sup
u
i
I X

i

f i ( u i , x̂
i

) - Ei .所以 x̂ 为 # 的( E1 , , ,

En ) - Nash平衡点.

注 定理4将Tan
[7]
的定理2. 1改进移植到非紧超凸度量空间, 并从紧性、连续性、凹性和有界性等方

面改进了Tijs
[10]
的定理 4. 7.
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Browder Fixed Point Theorem in Noncompact Spaces and Their Applications

WEN Ka-i ting

( Department of Mathematics, Bijie Teachersp college, Bijie 551700, Guizhou)

Abstract: In the noncompact admissible subsets of noncompact hyperconvex metric spaces, Browder fixed point theorem

is improved and generalized and Ky Fan minimax inequality is studied. As to application, two new existence theorems of

Nash equilibrium of the non- cooperative n- person game are given.

Key words: hyperconvex metric space; Browder fixed point theorem; admissible set ; noncompact measure; Ky Fan min-

imax inequality;Nash equilibrium
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