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Casimir函数在广义哈密顿控制系统中的应用
�

杨鑫松,芮伟国
(红河学院数学系, 云南 蒙自 � 661100)

摘 � 要:首先研究伪 Poisson流形的 Casimir函数与结构矩阵的关系, 给出了伪 Poisson 流形存在 Casimir 函数的一个充要

条件;然后利用所得结果研究扩张的广义哈密顿系统的构造问题,给出了扩张的广义哈密顿系统存在 Casimir函数且保持能

量守恒的 2个充分条件.
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Casimir函数是研究 Poisson流形的一个很重要的概念.利用 Casimir函数可以降低系统的维数,便于进

一步研究哈密顿系统的稳定性等动力行为.自 2000年文献[ 1]提出伪 Poisson 流形, Casimir函数也被推广

到伪 Poisson 流形上.但 Casimir 函数在 Poisson流形上和伪 Poisson 流形上的性质不尽相同.因此, 笔者着重

研究伪Poisson 流形上的 Casimir函数与结构矩阵的关系及其应用.

1 � 基础知识
回忆 Poisson结构的 Casimir函数等有关概念.

定义 1 � 设 M 是一个m 维光滑流形, C
�

( M ) 是定义在 M 上的光滑函数空间. 若存在括号映射{�,

�} J : C
�

( M ) � C
�

( M ) � C
�

( M ) ,满足下列条件:

( � ) 双线性: { �F + �G, H } J = �{ F ,H } J + �{ G, H } J , {H , �F + �G} J = �{H , F } J + �{ � , G} J ;

( � ) 反对称性: { F, H } J = - {H , F } J ;

( � ) Leibniz法则: { FG ,H } J = G{ F ,H } J + F{ G ,H } J ;

( � ) Jacobi恒等式: { F, {G , H } J } J + {G , {H , F} J } J + {H , { F, G } J } J = 0.

则称括号{�, �} J 为一个Poisson括号.而对子( M , {�, �} J ) 称为 Poisson流形.

由文献[ 2] 可知,对 M 上定义的m 阶反对称矩阵J ( x ) = ( J ij ( x ) ) ,若

�
m

l= 1

[ J ij ( x )
�J jk ( x )

�x l

+ Jj l ( x )
�Jki ( x )

�x l

+ Jkl ( x )
�J ij ( x )

�x l

] = 0, ( 1)

则由{F , G} J = ( � F)
T
J ( x ) � G(其中� F , � G 分别表示 F, G 的梯度) 定义的括号映射是 M 上的

Poisson括号.此时称J ( x ) 为Poisson流形M的结构矩阵.而且由Leibniz法则可知,对给定的光滑函数H �
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C
�

( M ) , XH = J( x ) � H = {�,H } J 定义了流形M 上的一个向量场,称向量场 XH 为流形M 上的一个哈

密顿向量场, H 称为哈密顿函数.

定义 2 � 设{ , . , } J 是以反对称矩阵J ( x ) 为结构矩阵的Poisson括号,函数 C( x ) � C
�

( M ) 不恒等于

常数,且满足关系式:

{ C , F} J ( x ) � 0 � � �F � C
�

( M ) ,

则函数 C ( x ) 称为Poisson括号{ , . , } J 的一个 Casimir函数.

根据文献[ 3] 可得 Poisson流形 M 上 Casimir 函数的性质.

命题 1 � 若 C( x ) � C
�

( M ) 是Poisson流形 M 上 Casimir函数,则 C ( x ) 沿着所有 Poisson流形 M 上

的哈密顿向量场的流是一个常数, 即 XC � 0.

伪Poisson流形是Poisson流形的推广.为了研究伪Poisson流形的Casimir函数的性质,首先回顾有关伪

Poisson括号的基本知识.

定义3 � 设N是一个n维光滑流形, C
�

( N ) 是定义在N上的光滑函数空间.若存在括号映射{�, �} T :

C
�

( N ) � C
�

( N ) � C
�

( N ) ,满足下列条件:

( � ) 双线性: { �F + �G, H } T = �{ F, H } T + �{ G, H } T , {H , �F + �G} T = �{H , F } T + �{H , G } T ;

( � ) Leibniz 法则: { FG ,H } T = G {F , H } T + F{ G ,H } T .

则称括号{�, �} T 为一个伪Poisson括号.而对子( N , {�, �} T ) 称为伪 Poisson流形.

一个伪Poisson括号,若{ F, G } T = { G , F } T 则称为是对称的, 若{ F, G } T = - { G , F } T 则称为是反对称

的, �F , G � C
�

( N ) .

由以上定义可知伪 Poisson括号不要求满足通常 Po isson括号具有的 Jacobi恒等式性质.易证,对 N 上

定义的任意 n 阶方阵T( x ) , 由

{F , G} T = ( � F )
T
T( x ) � G ( 2)

定义的括号映射都是 N 上的伪Poisson括号.此时称 T ( x ) 为伪Poisson流形N 的结构矩阵.

根据物理意义有 T( x ) = J( x ) - R ( x ) + S( x ) ,其中 J
T
( x ) = - J( x ) , R

T
( x ) = R ( x ) �0, S

T
( x )

= S ( x ) � 0. 当 R( x ) � 0 , S( x ) � 0, 且 J( x ) 满足( 1) 式时, 伪 Poisson 括号{ , . , } T 就是 Poisson括号

{ , . , } J . 而且由Leibniz 法则可知,对给定的光滑函数 H � C
�

( M ) , YH =
�
T( x ) � H = { , .H } T 定义了流

形N 上的一个向量场,称向量场 YH 为流形N 上的一个广义哈密顿向量场,H 称为哈密顿函数.

现在引入 Lyapunov函数的定义:

定义 4
[ 4] � 考虑系统 �x = f ( x ) ,它有一个平衡点 �x ,若数值函数 V ( x ) : R

n � R满足:

( � ) V( x ) 在 �x 处有局部极小值;

( � )
d

dtV( x ) � 0.

则称 V ( x ) 是系统 �x = f ( x ) 关于平衡点 �x 的一个Lyapunov 函数.

2 � 伪 Poisson结构的 Casimir 函数
假设H1 � J ( x ) 满足等式( 1) .

类似 Po isson结构的Casimir 函数的定义,有:

定义5 � 设{ , . , } T 是以矩阵T( x ) 为结构矩阵的伪 Poisson括号.若函数 C ( x ) � C
�

( N ) 不恒等于常

数,且满足关系式:

{ C, F} T ( x ) � 0 � � �F � C
�

( N ) ,

则函数 C ( x ) 称为伪 Poisson 括号的一个Casimir 函数.

根据定义 5,可得伪 Poisson流形的 Casimir函数与结构矩阵 T( x ) 的关系.

命题 2 � 设与伪Poisson括号对应的结构矩阵为 T( x ) , N 是安装了这个伪 Poisson括号的伪 Poisson流

形.若存在不恒为常数的函数 C( x ) � C
�

( N ) ,则 C ( x ) 是这个伪 Poisson流形的一个 Casimir函数的充要
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条件是:

dC( x ) T( x ) � 0, ( 3)

其中 dC( x ) 表示
�TC( x )
�x .

证明 � 由定义 4和( 2) 式可得, { C , F } T ( x ) � 0� dC( x ) T( x ) � F ( x ) � 0, 由 F( x ) 的任意性得

dC ( x ) T( x ) � 0.显然, 以上步骤可逆,所以命题真.

命题 2说明, 可以从伪Poisson流形的结构矩阵来求它的Casimir函数. 因为它只与结构矩阵有关,而结

构矩阵由伪 Poisson括号唯一确定.也就是说, C( x ) 反映了伪 Poisson 结构的性质而与具体的哈密顿函数

无关.

下面讨论伪 Poisson流形的 Casimir函数与 Poisson流形的 Casimir函数的关系.

由( 3) 式可得,

dC ( x ) T( x ) � 0� (JT
( x ) - R

T
( x ) + S

T
( x ) ) � C( x ) � 0� - ( J( x ) + R( x ) -

S ( x ) ) � C ( x ) � 0� (J ( x ) + R( x ) - S ( x ) ) � C ( x ) � 0. ( 4)

当 R ( x ) � 0, S( x ) � 0时, ( 4) 式可化简为 J( x ) � C ( x ) � 0.由假设H1 知此时伪Poisson括号{ , . , } T 就

是Poisson括号{ , . , } J ,所以 J ( x ) � C( x ) � 0可进一步表示为 XC � 0.

由以上推导可知,命题 1是命题 2的特殊情况.

类似文献[ 2] 中定理 3. 3. 13, 有如下推论:

推论 1 � 设在整个伪 Poisson流形上,秩( T( x ) ) = t ( t � n) ,则恰好存在 n - t 个线性无关的列向量

k i ( x ) = ( ki1 ( x ) , �, kin ( x ) ) ( i = 1, �, n - t ) , 使得 k i ( x ) T( x ) � 0; 设矩阵 K ( x ) = ( k
T
1 , �,

k
T
n- t ) n � ( n- t) , 若 K ( x ) 可积,即 kij ( x ) =

�A j ( x )

�x i
( i = 1, �, n; j = 1, �, n - t ) , 则A i ( x ) ( i = 1, �, n - t )

是以 T( x ) 为结构矩阵的伪Poisson流形的 Casimir函数.

证明 � k i ( x ) T( x ) � 0� TT
( x ) k

T
i ( x ) � 0,根据Frobenius定理即可得推论 1.

3 � 利用 Casimir 函数构造扩张的广义哈密顿系统
考虑Van der Schaft等在 1998年提出的如下一类仿射控制系统模型

[ 4]
:

� : �x = [ J ( x ) - R( x ) ] � H ( x ) + G( x ) u, ( 5)

y = G
T
( x ) � H ( x ) . ( 6)

其中: x � N � R
n

( N是某个流形)是状态变量;光滑函数H ( x ) : R
n

� R通常表示系统总贮存能量; u , y �

R
r
是端口变量, u 表示输入, y 表示输出; 内积�u, y�表示系统 � 与环境的能量交换流,即能量供应速率,

例如电路中的电流与电压、机械系统中的力与速度等; G( x ) = ( g1 ( x ) , �, g r ( x ) ) � R
n � r

, G
T
( x ) 表示转

置; 互连矩阵 J( x ) 是 n � n的反对称矩阵,即 J
T
( x ) = - J( x ) ; R ( x ) 是正定或半正定对称矩阵, 即R

T
( x )

= R( x ) � 0,它描述的是系统能量因阻尼等引起的耗散部分; � H ( x ) 表示梯度.所有的矩阵对于状态 x

都是光滑的.

研究一个系统在Lyapunov意义下的稳定,关键是构造恰当的Lyapunov函数.下面利用命题2来构造当

控制参数 u = �u 为常数时系统( 5) 的 Lyapunov函数.

假设H2 � Im{ G( x ) } � Im{ J( x ) - R ( x ) } .

假设H3 � [ J ( x ) - R( x ) ] 可逆, x � R
n
.

记

K ( x ) = - [ J( x ) - R ( x ) ]
- 1
G( x ) . ( 7)

不失一般性,假设系统( 5) 的平衡点是 x = 0. 下面根据命题2的结果来讨论将系统( 5) 嵌入到一个广

义哈密顿系统的 2种情形.

文献[ 4] 构造了( 5) , ( 6) 的扩张系统如下:
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�x
��

=
J( x ) R ( x ) K ( x ) - G( x )

- ( R ( x ) K( x ) - G( x ) )
T

J s ( x )
-

R ( x ) R( x ) K ( x )

( R ( x ) K ( x ) )
T

Rs ( x )

�TH a

�x

�TH a

��

=

J( x ) - R ( x ) - G( x )

K
T
( J( x ) - R ( x ) ) J s ( x ) - R s ( x )

�TH a

�x

�TH a

��

, ( 8)

其中 H a ( x , �) = H ( x ) + H c ( �) , H c =
�

- �uT
�.当 r 阶方阵J s ( x ) , Rs ( x ) 满足

J
T
s ( x ) = - J s ( x ) , R

T
s ( x ) = Rs ( x ) ( 9)

时, 系统( 8) 是一个广义哈密顿系统.但文献[ 4] 没有进一步讨论函数 �j - Aj ( x ) ( j = 1, �, r ) 在什么情况

下是系统( 8) 的 Casimir 函数, 以及原系统与一个叫做能源方程的系统的能量之和在什么情况下保持能量

守恒的问题.

下面就这 2个问题做进一步的研究.

首先根据命题 2讨论系统( 8) 存在 Casimir函数的问题.

设

kij ( x ) =
�A j ( x )

�x i

� � i = 1, �, n; j = 1, �, r . ( 10)

记 �- A ( x ) =

�1

�

�r

-

A 1 ( x )

�

Ar ( x )

,则d( �- A( x ) ) = (- K
T
( x ) � Ir ) r� ( n+ r ) .根据命题2可知, �- A ( x ) 是

系统( 8) 的Casimir 函数的充要条件是:

(- K
T
( x ) � I r )

J( x ) - R ( x ) - G( x )

K
T
( x ) ( J ( x ) - R( x ) ) Js ( x ) - Rs ( x )

= 0, ( 11)

其中等式右边的 0表示相应的零矩阵.

将( 11) 式进一步展开,得

K
T
( x ) G( x ) + J s ( x ) - R s ( x ) = 0. ( 12)

又由( 7) 式,得

[ J( x ) - R ( x ) ] K ( x ) = - G( x ) . ( 13)

将( 13) 式两边乘以 K
T
( x ) , 得 K

T
( x ) J( x ) K ( x ) - K

T
( x ) R ( x ) K ( x ) = - K

T
( x ) G( x ) . 所以取 J s ( x ) =

K
T
( x ) J( x ) K ( x ) , R s ( x ) = K

T
( x ) R ( x ) K ( x ) 时, ( 9) , ( 12) 式成立. 根据命题 2, �- A ( x ) 是系统( 8) 的

Casimir 函数.

综合以上结论得如下命题:

命题 3 � 当 u = �u 为常数且假设H2 , H3 成立时, �- A( x ) 是系统( 8) 的Casimir函数的充分条件是:

J s ( x ) = K
T
( x ) J( x ) K ( x ) , Rs ( x ) = K

T
( x ) R ( x ) K ( x ) .

注 文献[ 4] 有与命题 3相同的结论,但证明方法不同.

在命题3的基础上还可以得到如下命题:

命题4 � 当J s ( x ) = K
T
( x ) J( x ) K ( x ) , Rs ( x ) = K

T
( x ) R( x ) K ( x ) 时,存在常数向量C = ( C1 , �, Cr )

T
,

使得水平集 �= A( x ) + C 将系统(8) 的伪 Poisson 流形限制在伪 Poisson子流形 �x = ( J( x ) - R ( x ) ) �

� H r ( x ) 上,其中 Hr ( x ) = H ( x ) - �uT
( A ( x ) + C) .系统( 5) 的伪Poisson流形是系统( 8) 的伪 Poisson流形

的嵌入子流形.若 �x 是系统( 5) 当 u = �u 为常数时的平衡点,且Hess(H r ( �x ) ) 正定,则H r ( x ) 是系统( 5) 的局

部Lyapunov 函数.

证明 � 因为当 J s ( x ) = K
T
( x ) J( x ) K ( x ) , Rs ( x ) = K

T
( x ) R( x ) K ( x ) 时, �- A( x ) 是系统( 8) 的
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Casimir函数. 取水平集 �= A ( x ) + C, 由( 11) 式及 H r ( x ) = H ( x ) - �uT
( A ( x ) + C) , 得 � H r ( x ) =

� H ( x ) - K ( x ) �u.两边乘以( J( x ) - R ( x ) ) ,得

( J( x ) - R ( x ) ) � H r ( x ) = ( J( x ) - R ( x ) ) � H ( x ) + G( x ) �u. ( 14)

显然,系统( 5) 的伪 Poisson流形是系统( 8) 的伪Poisson流型的嵌入子流形.

若 �x是系统( 5) 当 u = �u为常数时的平衡点, 即( J( �x) - R ( �x) ) � H ( �x) + G( �x) �u = 0, 则根据( 14)

式,由( J( �x) - R( �x) ) 可逆得dH r ( �x ) = 0, 所以 �x是H r ( x ) 的极值点.若还有Hess( H r ( �x) )正定, 则H r ( x )

在 �x 处有局部极小植,根据定义 4可知, H r ( x ) 是系统( 5) 的局部Lyapunov 函数. 证毕.

下面进一步研究将系统( 5) 扩张到广义哈密顿系统( 8) 后, 在什么情况下保持能量守恒的问题, 也就

是( 8) 有实际物理意义的问题.

系统( 8) 可以写成系统( 5) 和下面的广义哈密顿控制系统的并:

��= ( J s ( x ) - Rs ( x ) ) � H c ( �) + K
T
( x ) ( J( x ) - R ( x ) ) � H ( x ) , ( 15)

其中 us = K
T
( x ) ( J ( x ) - R ( x ) ) � H ( x ) 可以看作是输入. ( 15) 式称为系统( 5) 的能源方程

[ 5]
.添上( 15)

式对应的输出

y s = � H c ( �) = - �u , ( 16)

则( 15) 和( 16) 式组成一个端口控制的广义哈密顿系统. 它与环境的能量交换流是

u
T
sy s = dH ( x ) ( J ( x ) + R( x ) ) K ( x ) �u.

因为系统( 8) 是一个没有控制的广义哈密顿系统,所以它与环境的能量交换流为 0. 也就是必须满足能量

守恒方程 u
T
sy s + �uT

y = 0,即

dH ( x ) ( J ( x ) + R ( x ) ) K ( x ) �u + �uT
y = 0. ( 17)

( 17) 式可以改写成

- �u
T
( K

T
( x ) ( J( x ) - R( x ) ) � H ( x ) ) + �u

T
y = 0. ( 18)

当

- K
T
( x ) ( J( x ) - R ( x ) ) = - G

T
( x ) ( 19)

时, ( 18) 式成立.又由( 14) 式得

- K
T
( x ) ( J ( x ) + R( x ) ) = - G

T
( x ) . ( 20)

由( 19) , ( 20) 式得 K
T
R ( x ) = 0 � R( x ) K( x ) = 0.

这时, ( 15) 式看作是系统( 5) 的能源方程.综合以上讨论,得到下面的定理:

定理 1 � 当控制参数 u = �u 为常数且假设H2 , H3 成立时,广义哈密顿控制系统( 5) 和它的能源方程

( 15) 保持能量守恒的充分条件是 R( x ) K ( x ) = 0.

下面讨论当 R( x ) K ( x ) � 0时,将系统( 5) 嵌入到一个什么样的扩张系统才能使其和这个能源方程的

总能量不变.

当 R( x ) K ( x ) � 0时,构造如下广义哈密顿系统:

�x
�

=
J ( x ) - R ( x ) - G( x )

G
T
( x ) Tr ( x )

� H a ( x , �) , ( 21)

其中 Tr ( x ) = J s ( x ) � Rs ( x ) 待定, Js ( x ) , Rs ( x ) ,H a ( x ) 和前面的定义一样.由( 7) 式得

G
T
( x ) = K

T
( x ) ( J( x ) + R ( x ) ) . ( 22)

下面就2种情况加以讨论:

1) 若系统( 21) 存在 Casimir函数 �- A( x ) ,由命题 2和( 22) 式得

(- K
T
( x ) � I r )

J( x ) - R ( x ) - G( x )

K
T
( x ) ( J ( x ) + R( x ) ) T s ( x )

= 0.

展开后得- K
T
( x ) ( J( x ) - R ( x ) ) + K

T
( x ) ( J( x ) + R ( x ) ) = 0.

所以 K
T
( x ) R( x ) = 0 � R( x ) K( x ) = 0,与 R( x ) K( x ) � 0矛盾.

2) 若存在 Casimir函数 �+ A( x ) , 则
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( K
T
( x ) � I r )

J ( x ) - R( x ) - G( x )

K
T
( x ) ( J ( x ) + R ( x ) ) Ts ( x )

= 0. ( 23)

展开后得 K
T
( x ) ( J( x ) - R( x ) ) + K

T
( x ) ( J ( x ) + R ( x ) ) = 0.

所以 K
T
( x ) J ( x ) = 0 � J( x ) K( x ) = 0. 这时, 若取 T s ( x ) = K

T
( x ) R ( x ) K ( x ) , 则( 23) 式成立. 即

R ( x ) K ( x ) � 0, J( x ) K( x ) = 0时, 若 Ts ( x ) = K
T
( x ) R ( x ) K( x ) , 则系统( 21) 存在 Casimir 函数 �+

A ( x ) .

同样,当 R( x ) K ( x ) � 0, J( x )K( x ) = 0时,若 T s ( x ) = K
T
( x ) R( x ) K ( x ) ,则系统( 21) 可以写成系

统( 5) 和下面的广义哈密顿控制系统:

��= K
T
( x ) R ( x ) K ( x ) � H c ( �) + G( x ) � H ( x ) , ( 24)

其中输入 �us = G( x ) � H ( x ) = y .添上对应的输出 �y s = � H c ( �) = - �u, 则

�u�y T
+ �uyT

= 0.

所以系统( 5) 和( 24) 保持能量守恒.

综合上面的讨论并结合命题 4,于是得以下定理:

定理 2 � 当 R( x ) K ( x ) � 0, J ( x ) K( x ) = 0时, 若 T s ( x ) = K
T
( x ) R( x ) K ( x ) , 则系统( 21) 存在

Casimir函数 �+ A ( x ) .此时,系统( 5) 可以嵌入到非耗散的广义哈密顿系统( 21) ,而且保持能量守恒.若取

水平集 �+ A( x ) = C0 , C0 = ( C01 , �, C0r )
T
, 这时系统( 5) 的一个准Lyapunov 函数是H r ( x ) = H ( x ) -

�uT
( C0 - A ( x ) ) ;若 x = 0是系统( 5) 当 u = �u为常数时的平衡点,且Hess(H r ( 0) ) 正定, 则H r ( x ) = H ( x )

- �uT
( C0 - A ( x ) ) 是系统( 5) 的局部 Lyapunov函数.

证明 � 由前面的讨论知定理 2的前半部分成立.当Hess(H r ( 0) ) 正定时,H r ( x ) 在 x = 0处取得极小

值.而且, 系统( 5) 可以改写为 �x = [ J( x ) - R ( x ) ] � H r ( x ) ,有

dH r ( x )

dt
= - dH r ( x ) R ( x ) � H r ( x ) � 0.

根据定义 4, H r ( x ) 是系统( 5) 的局部Lyapunov 函数.证毕.

注 文献[ 4] 实际上只讨论了定理 1的情况. 显然, 笔者改进了文献[ 4] 的主要结论.

4 � 举例
下面举例说明以上结论的应用. 文献 [ 4] 中的举例实际是 R ( x ) K ( x ) = 0 的情况, 现在举例

R( x ) K( x ) � 0的情况.

以下例题选自文献[ 1] .文献[ 1] 在没有验证条件 R ( x ) K ( x ) � 0的情况下就利用文献[ 4] 的结果, 但

经过验证,文献[ 1] 中扩张后的系统并没有与原系统保持能量守恒,故文献[ 1] 中对本例的讨论是不对的.

�x1

�x2

�x3

=

0 1 0

- 1 0 0

0 0 0

-

0 0 0

0 b 0

0 0
e
c

- a + cx 3sin x1

x 2

- ccos x 1 +
cd
e
x 3

+

0

0

1
Td

0

u =

( J ( x ) - R( x ) ) � H ( x ) + g ( x ) u , ( 25)

y = g
T
( x ) � H ( x ) = -

c
T d

0

cos x 1 +
cd

Td
0
e
x 3 .

其中:H ( x ) = - cx 3cos x 1 - ax 1 +
cd
2ex

2
3 +

1
2 x

2
2 ;控制参数 u 是某非 0常数.

经过计算可知, K ( x ) = 0 � 0 � c
eTd

0

, J( x ) K ( x ) = 0, R ( x ) K ( x ) = 0 � 0 � 1
T d

0

T

� 0, T s ( x ) =

K
T
( x ) R ( x ) K ( x ) = c

eT
2
d

0

. 根据定理 2,考虑下面的扩张系统:
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�x 1

�x 2

�x 3

�

=

0 1 0 0

- 1 0 0 0

0 0 0 -
1

T d
0

0 0
1
Td

0

0

-

0 0 0 0

0 b 0 0

0 0
e
c

0

0 0 0 - c
eT

2
d

0

� H e ( xe ) , ( 26)

其中 H e ( x e ) = H ( x ) + H s ( �) = H ( x ) - u
T
�.

根据命题 2可知,系统( 26) 存在 Casimir函数 �+ A ( x ) .因为

d( �+ A ( x ) ) ( Jd ( x ) - Rd ( x ) ) = ( 0 � 0 � c
eT d

0

� 1)

0 1 0 0

- 1 - b 0 0

0 0 -
e
c

-
1

T d
0

0 0
1

T d
0

c

eT
2
d

0

= 0.

另外,系统( 26) 可以写成系统( 25) 和下列系统的并:

�� =
c

eT
2
d

0

� H s ( �) + y . ( 27)

系统( 27) 的输入是 u s = y ,添上对应的输出 ys = � H s ( �) = - u,这时 u
T
y + u

T
sys = 0.故系统( 26) 满足

能量守恒.取水平集 �+ C( x ) = c 0 ,则限制在R
3
上的哈密顿函数H r ( x ) = - cx 3cos x 1- ax 1+

1
2
x

2
2 +

cd
2e

x
2
3

+
cu

eTd
0

x 3 - uc 0 是系统( 26) 的准 Lyapunov 函数.

设 �x 是系统( 25) 的平衡点, 即 �x 满足:

�x 2 = 0,

a - c�x 3sin �x 1 = 0,

- d�x 3 + ecos �x 1 +
1

T d
0

�u = 0.

计算 H r ( x ) 的海塞矩阵,得

Hess( H r ( x ) ) =

cx 3cos x 1 0 csin x 1

0 1 0

csin x 1 0
cd
e

.

Hess( H r ( �x ) ) 正定的充要条件是:

d�x 3cos �x 1 > esin
2 �x 1 . ( 28)

所以,当( 28) 式成立时, H r ( x ) 是系统( 25) 关于平衡点 �x 的局部Lyapunov 函数.

5 � 结语
首先研究了伪 Poisson流形的 Casimir 函数,给出了一个充要条件;然后利用所得结果研究扩张的广义

哈密顿系统的构造问题,给出扩张的广义哈密顿系统存在Casimir函数且保持能量守恒的2个充分条件, 并

且当条件满足时给出了基于能量的局部准Lyapunov函数的具体表达式. 这样的构造更符合Casimir函数的

定义,完善了文献[ 4] 中的研究结论,它的物理意义明确,在系统的镇定及相关控制问题中起重要作用.
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Application of Casimir Functions to Generalized Hamiltonian Control System

YANG Xin-song, RUI We-i guo

( Department of Mathematics, Honghe University, Mengzi 661100, Yunnan China)

Abstract: The authors investigate Casimir functions on Pseudo-Poisson manifold and one necessary and sufficient cond-i

tion is obtained for the existence of Casimir functions on Pseudo-Poisson manifold. As an application, by using Casimir

functions, how to construct a corresponding augment generalized Hamiltonian system and the maintenance of energy-

conservat ion are also concerned.
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Request of Solution Sets of Logic Equational Group By Applying the

Relation of Logic Equation Solution Sets

DING Dian-kun

( Public Class Department, Shandong University of Science and Technology,T aian 271019, Shandong China)

Abstract: The art icle gives some theories about the relat ions among solution sets of logic equat ions �
m

i= 1
( F i+ �G i ) = 1,

�
m

i= 1
Fi�G i = 1 and logic equat ional group

F1 = G1 ,

�

Fm = Gm .

The following conclusion is obtained: if solution set of �
m

i = 1
( F i

+ �G i ) = 1 and �
m

i= 1

F i�G i = 1 are S1 , S2 separately, thus solution set of logic equational group

F1 = G2 ,

�

Fm = Gm

is S 1- S2 .

Key words: logic equation; logic equational group; relation of solut ion set
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