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交换半模的局部化y
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摘 要:引入了局部化的定义, 讨论了该定义意义下局部化的若干性质, 并证明了交换半模局部化的泛性质.
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文献[ 1- 11]从不同角度讨论了半环、半模理论,环、模的局部化研究已获得系统而深刻的结果
[ 12- 13]

.

由于半模中无减法运算, 与模的局部化研究相比, 半模的局部化研究要困难得多, 因此这方面的研究文献

也甚少.

设 A 是交换半环, S 为A 的乘法集,在 A 与S 的卡氏积A S = { ( a, s ) | a A , s S} 上定义关系

 如下: ( a, s) ( b, t ) 存在 s S, r A , 使得 ats + r = bss + r .其中 a, b A ; s , t S ,可得

出  为 A S 上的一个等价关系.以 a s 表示( a, s) A S 所在的等价类,以 S
- 1
A 表示A S 全部

等价类组成的集合, 在 S
- 1
A 上定义加法和乘法为 ( a s) + ( b t ) = ( at + bs) ( st ) , ( a s) ( b t ) =

( ab) ( st ) .其中: a, b A ; s , t S ,可证明 S
- 1
A 关于上述给定的运算作成交换半环.

笔者给出交换半模的局部化的一种新定义, 证明局部化半模 S
- 1
M的加法满足消去律且具有泛性质,

并证明半模局部化是 A - 半模范畴到 S
- 1
A - 半模范畴的一个函子.

1 结果及证明
引入交换半模的局部化定义.设A 为交换半环, M为交换A - 半模, S 为A 的乘法集,在 M与S 的卡氏

积 M S = { ( m , s) | m M , s S } 上定义关系 如下: ( m, s ) ( n, t ) 存在 s S, m M ,

使得 mts + m = nss + m ,其中: m, n M ; s, t S. 有  为在 M S 上的一个等价关系,事实上易

知自反性和对称性成立, 只须证明传递性,即证.

若( m, s ) ( n, t ) 且( n, t ) ( p , w ) ,则( m , s) ( p , w ) , 其中( m , s ) , ( n, t ) , ( p , w ) M S .因为

( m , s ) ( n, t ) , ( n, t ) ( p , w ) , 所以存在 s 0 , s1 S ; m0 , m1 I ,则 mts0 + m0 = nss 0+ m0 , nws1 + m1

= pts1 + m1 . 令 m2 = m0 + m1 ,则

mts0 + m 2 = nss0 + m2 , ( 1)

nws1 + m2 = pts1 + m2 . ( 2)

( 1) 式乘以ws 1 , ( 2) 式乘以 ss0 ,令 k = m2ws 1+ m2 ss0 , s = ts0 s1 ,则有 mws + k = pss + k. 其中 s S ,
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k M . 由关系  的定义知( m , s) ( p , w ) .

以 m s 表示( m, s) M S 所在的等价类,以 S
- 1
M 表示M S 全部等价类组成的集合,在 S

- 1
M 上

定义加法和纯量乘法: ( m s) + ( n t ) = ( mt + ns ) ( st ) , ( m s) ( a t ) = ( ma) ( st ) .其中: m s, n t M S ;

a t A S .则有如下结果.

定理 1 设 A 为交换半环, M 为交换A - 半模, S为A 的乘法集, S
- 1
M 关于上述给定的运算作成一个

交换 S
- 1
A - 半模.

证明 若 m s = m1 s1 , n t = n1 t 1 ,则( mt + ns ) ( st ) = ( m1 t 1+ n1 s 1 ) ( s 1 t 1 ) .因为 m s = m1 s1 ,

n t = n1 t1 ,所以存在 s , s S , m , m M ,满足

ms1 s + m = m1 ss + m , ( 3)

nt1 s + m = n1 ts + m . ( 4)

( 3) 式乘以 tt 1 s , ( 4) 式乘以 ss1 s , 令 k = m tt1 s + m ss1 s , 则( mt + ns ) t1 s 1s s + k = ( m1 t 1 +

n1 s1 ) tss s + k .显然 s s S , k M .所以( mt + ns) ( st ) = ( m1 t 1 + n1 s1 ) ( s1 t 1 ) .

若 m s = m1 s 1 , a t = a1 t 1 ,则 ma st = m1 a1 s1 t 1 .因为 m s = m1 s1 , a t = a1 t 1 ,所以存在 s , s

S , m M , r A ,则

ms1 s + m = m1 ss + m , ( 5)

at 1 s + r = a1 ts + r . ( 6)

( 5) 式乘以 at 1 s , ( 6) 式乘以 m1 ss , 令 k = m at 1 s + m1r ss , 得 mas 1 t 1 s s + k = m 1 a1 sts s + k. 因

为 s s S, k M , 所以 ma st = m 1 a1 s1 t 1 .

对任意 a s , a s S
- 1
A ; m s, m s S

- 1
M ,则[ ( a s) ( a s ) ] m s = ( aa ss ) m s = aa m ss s =

a s[ ( a s ) ( m s) ] . 类似可得: a s[ ( m s ) + ( m s ) ] = ( a s) ( m s ) + ( a s ) ( m s ) ; [ ( a s ) +

( a s ) ] m s = ( a s ) ( m s) + ( a s ) ( m s) ; 1S
- 1

A ( m s ) = m s ; ( a s) 0S
- 1

M = 0S
- 1

M = 0
- 1
S M ( a s) .所以

S
- 1
M 关于给定的运算作成一个交换S

- 1
A - 半模,证毕.

定义 1 设 A 为交换半环, M 为交换A - 半模, S 为A 的乘法集,称上述定义的交换半模为 M 关于S

的局部化,记作: S
- 1
M .

注 设 A 为交换半环, M为交换A - 半模, S 为A 的乘法集, S
- 1
M 为M 关于S 的局部化,易知 S

- 1
M

关于给定加法和纯量乘法运算( m s ) + ( n t ) = ( mt + ns ) ( st ) , ( m s ) a = ( m s ) a 1 = ( ma ) s做成一个

交换 A - 半模.其中: m s, n t M S ; a A .定义 M 到S
- 1
M 的映射f ,且 f ( m ) = m 1, 其中 m M , 则

f 为M 到S
- 1
M 的A - 半模同态.

定理 2 设A 为交换半环, M为交换A - 半模, S为A 的乘法集, 局部化半模S
- 1
M的加法满足消去律.

证明 假设 m s + n s = m s + p s , 其中 m s, n s , p s S
- 1
M , 于是有

( ms + ns) ss = ( ms + p s) ss .

由等价关系的定义知,存在 t S, m M , 使得

msts s + nsss t + m = msts s + psss t + m .

令 k = msts s + m ,则有 ns ( sst ) + k = ps ( sst ) + k .因为 sst S , k M ,所以 b s = c s ,证毕.

定理 3 设A 为交换半环, S为A 的乘法集, M为交换A - 半模,则在M AS
- 1
A 到S

- 1
M 的S

- 1
A - 半

模满同态,当 M AS
- 1
A 加法满足消去律时, M AS

- 1
A S

- 1
M .

证明 作 M S
- 1
A 到S

- 1
M 的映射 ( m, a s ) = ma s, 易验 与a s 的代表元选取无关,其中: m

M , a s S
- 1
A .显然 为平衡映射,据文献[ 2] 知,存在 M AS

- 1
A 的加法幺半群同态 ,使 ( ma s )

= ma s .显然 亦是S
- 1
A - 半模满同态.当 M AS

- 1
A 的加法满足消去律时,作映射

: S
- 1
M M AS

- 1
A , ( m s) = m 1 s.

设 m s = n t ,则存在 s S , m0 M 满足mts + m0 = nss + m0 .于是( mts + m0 ) 1 ( s+ s ) = ( nss

+ m0 ) 1 ( s + s ) .即 m 1 s + m0 1 ( s+ s ) = n 1 t + m0 1 ( s + s ) . 于是 m 1 s = n
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1 t .不难验证 为S
- 1
A - 半模同态,且 = 1S

- 1
M , = 1M

A
S

- 1
M ,从而 M AS

- 1
A S

- 1
M .

定理 4 设 A 为交换半环, M , N 为交换A - 半模, S 为A 的乘法集,设 f 为M 到N 的A - 半模同态,

对任意 m s S
- 1
M ,令 S

- 1
f ( m s ) = f ( m ) s ,则 S

- 1
f 为S

- 1
M 到S

- 1
N 的S

- 1
A 半模同态.

证明 假设 m s , m1 s1 S
- 1
M ,满足 m s= m1 s 1 ,则存在S S, m M ,使得ms1 s + m = m1 ss

+ m 成立.于是f ( m) s1 s + f ( m ) = f ( m1 ) ss + f ( m ) ,从而S
- 1
f ( m s) = S

- 1
f ( m1 s1 ) . 对任意m s , n t

S
- 1
M , a t S

- 1
A ,由于

S
- 1
f [ ( m s ) + ( n t ) ] = S

- 1
f [ ( mt + ns) st ] = f ( mt + ns) st = [ f ( m) t + f ( n) s] st =

f ( m) s + f ( n) t = S
- 1
f ( m s ) + S

- 1
f ( n t ) ;

( S
- 1
f [ ( m s ) ( a t ) ] = S

- 1
f ( ma st ) = f ( ma) st = f ( m) a st = [ f ( m ) s ] a t .

所以 S
- 1
f 为S

- 1
M 到S

- 1
N 的S

- 1
A 半模同态.

定理 5 设 A 为交换半环, S 为A 的乘法集, M 为交换A - 半模, N 为加法可消S
- 1
A - 半模, g: M

N 是A- 半模同态( N关于纯量乘法na n( a / 1) = n( a 1) 自然作成一个A - 半模) . 令f : M S
- 1
M , f ( m)

= m 1( m M ) ,则有唯一的半模同态 h: S
- 1
M N ,使得图 1是交换的, 即: g = hf .

图 1 半模同态图

证明 存在性.定义 h: S
- 1
M N , h( m s) =

g ( m ) ( 1 s) , 假设 m s = m s ,则存在 s1 S , r 1

M , 使得 ms s1 + r1 = m ss1 + r 1 ,由 g为半模同态可

得g ( ms s1 ) + g ( r 1 ) = g ( m ss1 ) + g( r 1 ) .因为N的

加法满足消去律, 则有 g ( ms s1 ) = g( m ss1 ) , 从而

g ( m ) s s1 = g( m ) ss1 . 两边同乘以 1 s ss1 , 则有

g ( m ) ( 1 s) = g ( m ) ( 1 s ) .所以 h 的值确定,对任

意 m s S
- 1
M , a t S

- 1
A , 有 h[ ( m s) ( a t ) ] = h( ma st ) = g ( ma) ( 1 st ) = g ( m) ( a 1) ( 1 st ) =

g ( m ) ( 1 s) ( a t ) = h( m s ) ( a t ) .

类似地, 同样可证 h( m s+ m1 s1 ) = h( m s) + h( m1 s1 ) .所以 h为S
- 1
A - 半模同态.注意到 hf ( m)

= h ( m 1) = g( m) ( 1 1) = g( m) ,则 g = hf .

唯一性.设 h: S
- 1
M N为S

- 1
A半模同态, 并且g = hf ,则对任意m M , h( m 1) = hf ( m) = g( m ) .

于是对任意 m s S
- 1
M ,有 h( m s ) = h[ ( m 1) ( 1 s ) ] = h ( m 1) ( 1 s) = g( m ) ( 1 s ) .

定理 6 设 A 为交换半环, M1 , M 2 , M3 为交换A - 半模, f , g 分别为M1到 M2 , M2到 M3 的A - 半模

同态,则 S
- 1

( g f ) = ( s
- 1
g) ( s

- 1
f ) .

定理 7 设A 为交换半环, S 为A 的乘法集,则局部化是交换 A - 半模范畴到 S
-1
A - 半模范畴的函子.
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Abstr a ct: Localizat ion is defined and according to the definition, some properties of localizat ion are discussed. It is

proved that the localization of a commutative sem-i module satisfies the universal property.

Key words: commutat ive sem-i modules; localization; universal property
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Abstr a ct : The iterative approximation of a new sequence of linear posit ive operators is studied. A Voronovskaja type as-

ymptotic formula and an estimate on error in terms of higher-order modulus of continuity for the operators are obtained,

which generalize the corresponding work of the reference.
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