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2n 阶非线性脉冲微分方程解的振动性y
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摘 要:通过对高阶非线性脉冲微分方程解的振动性态分析, 得到了高阶非线性脉冲微分方程解振动的充分条件, 指

出脉冲对解的性态影响.
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文献[ 1 - 6] 对低阶脉冲微分方程解的振动性进行研究,陈永劭等
[ 7- 8]
探讨了高阶脉冲线性微分方程

的振动性,但有关高阶非线性脉冲微分方程的振动性的研究不多.笔者考虑高阶非线性脉冲微分方程
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其中: n为正整数; 0 < t 0 < t 1 < t2 < < t k < ; k = 1, 2, ; lim
k

tk = + ; x
( 0)
( t ) = x ( t ) .

以下 3个条件在文中常常用到: ( ) f ( t , x ( t ) ) 在[ t 0 , + ) (- , + ) 上连续,
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p ( t ) (其中 x 0) ;在区间[ t 0 , + ) 上 p ( t ) 0连续且不恒为 0; x ( x ) > 0(其中 x 0) , ( x ) 0,
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.

其中: i = 1, 2, , 2n - 1; k = 1, 2, .

定义 1 函数 x : [ t 0 , t 0 + ) R.其中 t 0 > 0; > 0.称为( 1) 式的解,且满足: ( 1) x
( i)
( t

+
0 ) = x

( i)
0 ,

i = 0, 1, 2, , 2n- 1; ( 2) 当 t [ t 0 , t 0+ ) , t tk 时, 则 x ( t ) 满足 x
( 2n )

( t ) + f ( t , x ( t ) ) = 0; ( 3) x
( i )
( t )

在 t [ t 0 , t 0 + ) 处左连续, 且满足 x
( i)
( t

+
k ) = gk( i ) ( x

( i)
( t k ) ) .

定义 2 ( 1) 式的解称为非振动的解,如果这个解最终为正或者最终为负,否则称该解为振动的,如果

( 1) 式的所有解为振动的,则称( 1) 式为振动的. 由于高阶非线性脉冲微分方程可化为脉冲微分方程组, 而

对脉冲微分方程组的整体解存在性可参看文献[ 9] .在下文中,假定( 1) 式的解在[ t 0 , + ) 上是存在的.

引理 1 设 x ( t ) 为( 1) 式的解,且条件( ) , ( ) 和( ) 成立.又设对某一个 i { 1, 2, , 2n - 1} ,
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存在 T t 0 ,使当 t T 时, x
( i)
( t ) > 0( < 0) , x

( i+ 1)
( t ) 0( 0) , 则存在 T 1 T , 使当 t T 1 时, 有

x
( i- 1)

( t ) > 0( < 0) .

证明 仅就括号外情形作证明(括号内情形类似可证) .

情形 1:不妨设 T = t 0 ,当 t ( t1 , t2 ] 时, 由 x
( i)
( t ) > 0, x
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( t ) 0知 x
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由归纳法可得
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因为 a
( i)
k > 0, b

( i- 1)
k > 0,由条件( ) 知:当 m充分大时, ( 5) 式的右端大于零, 从而当m 充分大时, 有

x
( i- 1)

( tm ) > 0,与假设矛盾. 所以对一切 tk > T , 情形 1不可能出现.

情形 2: 若存在某个 j , tj > T 时,有 x
( i- 1)

( tj ) 0,则 x
( i- 1)

( t
+
j ) a

( i- 1)
j x

( i- 1)
( tj ) 0.因为 x

( i)
( t ) >

0, 所以 x
( i- 1)

( t ) 在( tj , tj+ 1 ] 上单调递增,从而当 t ( tj , tj+ 1 ] 时,有 x
( i- 1)

( t ) > x
( i- 1)

( t
+
j ) 0, x

( i- 1)
( tj+ 1 )

> x
( i- 1)

( t
+
j ) > 0.类似地, 当 t ( tj+ 1 , tj+ 2 ] 时, x

( i- 1)
( t ) > x

( i- 1)
( t

+
j+ 1 ) a

( i- 1)
j+ 1 x

( i- 1)
( tj+ 1 ) > 0.由归纳法

可知:当 t ( tj+ m- 1 , t j+ m] 时, x
( i- 1)

( t ) > 0;当 t tj+ 1 时, x
( i- 1)

( t ) > 0.

综合情形 1, 2可知,存在 T 1 T ,当 t T 1 时, x
( i- 1)

( t ) > 0,引理 1证毕.

引理2 设 x ( t ) 为( 1) 的解, 且条件( ) , ( ) , ( ) 成立,又设对某一个 i { 1, 2, , 2n} ,存在 T

t 0 ,当 t T 时, x ( t ) > 0, x
( i)
( t ) 0,且 x

( i)
( t ) 在任何区间[ t , + ) 上不恒为零,则当 t 充分大时, 有

x
( i- 1)

( t ) > 0.

证明 不妨设 T = t 0 .下证对一切 t k T ,则 x
( i- 1)

( tk ) > 0成立.

反证法.存在某个 tj ,使 x
( i- 1)

( tj ) 0.由 x
( i)
( t ) 0知:当 k j 时, x

( i- 1)
( t ) 在任何一个( tk , t k+ 1 ]

上单调不增,又由条件知 x
( i)
( t ) 在任一区间[ t , + ) 上不恒为零.故存在某个 t1 tj , 使 x

( i)
( t ) 在( t 1 ,

t l+ 1 ] 不恒为零, 为方便起见, 不妨设 l = j , 即 x
( i)
( t ) 在( tj , tj+ 1 ] 上不恒为零, 从而有 x

( i- 1)
( tj+ 1 ) <

x
( i- 1)

( t
+
j ) a

( i- 1)
j x

( i- 1)
( tj ) 0. 又当 t ( tj+ 1 , tj+ 2 ] 时,有 x

( i- 1)
( t ) x

( i- 1)
( t

+
j+ 1 ) a

( i- 1)
j+ 1 x

( i- 1)
( tj+ 1 ) <

0, 由归纳法可得:当 t ( tj+ m , tj+ m+ 1 ] 时,有 x
( i- 1)

( t ) < 0. 故在( tj+ m , + ) 上有 x
( i- 1)

( t ) < 0, x
( i)
( t )

0. 由引理1可得:当 t充分大时,有 x
( i- 2)

( t ) < 0. 依次类推,反复应用引理1,可得当 t充分大时,有 x ( t ) <

0, 这与 x ( t ) > 0( t T ) 矛盾. 故对一切的 tk ,有 x
( i- 1)

( tk ) > 0,再由 x
( i- 1)

( t ) 在( t k , tk+ 1 ] 上单调不增, 可

知当 t 充分大时, x
( i- 1)

( t ) > 0.引理 2证毕.

引理 3 设 x ( t ) 为( 1) 式的解,且条件( ) , ( ) , ( ) 成立, 又设存在 T t 0 ,当 t T 时, 有 x ( t )

> 0,则存在 T T 及 l { 1, 3, , 2n - 1} ,使得当 t T 时,有

x
( i)
( t ) > 0 i = 0, 1, , l ;

(- 1)
i- 1

x
( i )
( t ) > 0 i = l + 1, , 2n - 1;

x
( 2n )

( t ) 0.

( 6)

证明 不妨设T = t 0 .因为 x ( t ) > 0( t t 0 ) , 由( 1) 式及 p ( t ) 非负且在任何区间( t , + ) 上不恒
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为零知: x
( 2n)

( t ) = - f ( t , x ( t ) ) = - p ( t ) ( x ) 0,且 x
( 2n)

( t ) 在任何( t , + ) 上不恒为零. 由引理2知:

t 充分大时,则 x
(2 n- 1)

( t ) > 0.为方便起见,不妨设 t t 0时, x
( 2 n- 1)

( t ) > 0,从而有 x
( 2 n- 2)

( t ) 在( tk , t k+ 1 ]

上单调增加. 若对一切 t k ,有 x
( 2n- 2)

( tk ) < 0,这时显然有 x
(2 n- 2)

( t ) < 0( t t 0 ) . 若有某个 tj ,使 x
(2 n- 2)

( tj )

0,则由 x
( 2n- 2)

( t ) 的单调性及 a
( 2 n- 2)
k > 0知:当 t > tj 时,则 x

( 2n- 2)
( t ) > 0.由此知存在T 1 T ,使下列

情形之一成立: (A) x
( 2n- 1)

( t ) > 0, x
( 2 n- 2)

( t ) > 0, t T 1 ; ( B) x
( 2 n- 1)

( t ) > 0, x
(2 n- 2)

( t ) < 0, t T 1 .

当(A) 成立时,利用引理1可知当 t 充分大时,有 x
( 2n- 3)

( t ) > 0.反复利用引理1, 最终可得当 t充分

大时,有 x
( 2n- 1)

( t ) > 0; x
( 2 n- 2)

( t ) > 0; ; x ( t ) > 0; x ( t ) > 0.

当( B) 成立时,类似前面的讨论,利用引理2可知:当 t充分大时,有 x
( 2 n- 3)

( t ) > 0,且进一步可推知存

在 T 2 T 1 ,当 t T 2 时,下列情形之一成立: ( C) x
(2 n- 3)

( t ) > 0, x
( 2n- 4)

( t ) > 0, t T 2 ; ( D) x
( 2n- 3)

( t ) >

0, x
( 2n- 4)

( t ) < 0, t T 2 .同理可得:存在 T T 及 l { 1, 3, , 2n - 1} , 使当 t T 时,有

x
( i)
( t ) > 0 i = 0, 1, , l ;

(- 1)
i- 1

x
( i )
( t ) > 0 i = l + 1, l + 2, , 2n - 1;

x
( 2n )

( t ) 0.

定理 1 设条件( ) , ( ) , ( ) 成立,且 a
( 0)
k 1, b

( 2 n- 1)
k 1( k = 1, 2, ) ,如果

+

p ( t ) dt = + ,

则( 1) 式的一切解振动.

证明 反证法. 若( 1) 式有一个非振动解 x ( t ) ,不失一般性,可设 x ( t ) > 0( t t0 ) .由( 1) , ( 6) 式知:

x
( 2n)

( t ) 0; x
( 2n- 1)

( t ) > 0; x ( t ) > 0; x ( t ) > 0.令 u ( t ) = x
( 2n- 1

( t )
( x ( t ) )

, 则 u( t
+
k ) 0( k = 1, 2, ) ; u( t )

0( t t 0 ) .又由条件( ) 知 f ( x ) 0,所以当 t tk 时, 则

u ( t ) = - p ( t ) -
x

( 2n- 1)
( t ) x ( t )

2
( x ( t ) )

( x ( t ) ) - p ( t ) , ( 7)

u ( t
+
k ) =

x
( 2n- 1)

( t
+
k )

( x ( t
+
k ) )

b
( 2 n- 1)
k x

(2 n- 1)
( t k )

( a
( 0)
k x ( tk ) )

b
( 2n- 1)
k x

( 2 n- 1)
( t k )

( x ( tk ) )
b
( 2 n- 1)
k u( t k ) u( tk ) . ( 8)

对( 7) , ( 8) 式从 t 0到 t 1 积分得

u( t 1 ) u( t
+
0 ) -

t
1

t
0

p ( t ) dt ; u( t
+
1 ) =

b
( 2n- 1)
1

a
( 0)
1

u( t 1 ) u ( t1 ) [ u( t 0 ) -
t
1

t
0

p ( t ) dt ] .

类似地,有

u( t 2 ) u( t
+
1 ) -

t
2

t
1

p ( t ) dt , ( 9)

u( t
+
2 ) =

b
(2 n- 1)
2

a
( 0)
2

u( t 2 ) [ u( t 2 ) u ( t
+
1 ) -

t
2

t
1

p ( t ) dt ] [ u( t 0 ) -

t
1

0
p ( t ) dt ] -

t
2

1
p ( t ) dt = u( t

+
0 ) -

t
2

0
p ( t ) dt . ( 10)

由数学归纳法易证, 对任何自然数 m 有

u( t
+
m ) [ u( t

+
0 ) -

t
1

0
p ( t ) dt -

t
2

1
p ( t ) dt - -

t
m- 1

t
m- 2

p ( t ) dt-

t
m

t
m- 1

p ( t ) dt ] = u ( t
+
0 ) -

t
m

0
p ( t ) dt . ( 11)

由( 11) 式及
+

t
0

p ( t ) dt = + 知, 当 m 充分大时, 有 u( t
+
m ) < 0,这与已知 u( t

+
m ) 0矛盾. 故( 1) 式不存

在非振动解,即( 1) 式的一切解振动.

定理2 设条件( ) , ( ) , ( )成立, 且存在正常数 ,
1

b
(2 n- 1)
k

(
tk+ 1

t k
) (其中 k = 1, 2, ) , a

(0)
k 1,
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如果
+

t
0

t p ( t ) dt = + ,则方程( 1) 的一切解振动.

证明方法同定理 1的证明.

例 考虑

x
( 2n)

( t ) +
3
4t

2x = 0 t
1
2 , t k, k = 1, 2, ;

x ( k
+
) =

k + 1)
k

x ( k ) , x
( i)
( k

+
) = x

( i)
( k ) i = 1, 2, , 2n - 1;

x (
1
2
) = x 0 , x

( i)
(
1
2

= x
( i)
0 .

( 12)

其中: a
( 0)
k =

k + 1
k

; a
( i)
k = 1; i = 1, 2, , 2n - 1; p ( t ) =

3
4t

2 > 0; t k = k ; t 0 =
1
2 .条件( ) 显然成立, 对

于条件( ) , 当 i > 1时, a
( 0)
k = 1, ( t1 - t 0 ) + ( t2 - t 1 ) + ( t3 - t 2 ) + + ( tm+ 1 - tm ) + =

1
2
+ 1+

+ 1+ = + ;当 i = 1时, a
( 1)
k = 1, a

( 0)
k = k + 1

k
, ( t 1 - t 0 ) +

1
2
( t 2- t 1 ) +

1
3
( t3 - t 2 ) + + 1

m + 1
( tm+ 1

- tm ) + =
1
2
+

1
2
+

1
3
+ +

1
m + 1

+ = + .从而条件( ) 成立. 取 = 1,
a

(0)
k

a
( 2n- 1)
k

=
k + 1

k

(
tk+ 1

t k
) ,

+

t
0

tp ( t ) dt =
+

t
0

t
3
4t

2dt =
+

t
0

3
4tdt = + , , 所以定理 2条件满足, ( 12) 式所有解振动.
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Oscillations of 2n Order Nonlinear ODE with Impulses

ZHANG Chao- long
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, ZENG Fan-fu
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2. College of Mathematics and Computer science, Jishou University, Jishou, 416000, Hunan China)

Abstract:Oscillat ions of higher order nonlinear ordinary different ial equation with impulses are investigated, and some

sufficient condit ions about oscillat ions of higher order nonlinear ordinary differential equations with impulses are ob-

tained. The effect of impulse upon the oscillation of solutions is stressed.

Key words: higher order; impulse; oscillation; nonlinear; ordinary different ial equation
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