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混合单调算子不动点存在唯一性定理及其应用
*

许绍元
(赣南师范学院数学与计算机科学学院,江西 赣州  341000)

摘  要:研究一类具有某种凹凸性的混合单调算子,不要求紧性与连续性, 利用半序方法和单调迭代技巧, 得到了混合

单调算子的若干新不动点定理,改进了混合单调算子某些相应结果.
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1  相关记号
混合单调算子是一类十分重要的非线性算子, 广泛存在于非线性微分方程和积分方程的研究中, 见文献[ 1- 7] .

设 E 是实 Banach 空间,H是E 的零元, P 是E 中的锥, [ 是由锥 P 导出的半序, 即对任意 x , y I E, x [ y 当且仅当 y -

x I P .关于锥与半序的理论见文献[ 1] .设 D < E, 若算子 A ( x , y ) : D @ D y E 关于 x 是增的,关于 y 是减的,即对任意 x i,

yi I D( i = 1, 2) , x 1 [ x 2 , y 2 [ y1 , 蕴涵 A ( x 1 , y 1 ) [ A ( x 2 , y 2 ) , 则称 A 为混合单调的[ 2] .若存在 x I D, 使 A ( x , x ) = x ,

则称 x 为 A 在 D 中的不动点.设 e > H, 记 P e = {x I E | vK, L> 0, 使得Ke [ x [ Le} .

2  主要结果
定理 1 设 P 是实 Banach 空间 E 中的正规锥, A : P e @ P e y P e 是混合单调算子. 若对任意 x I P e ,存在函数 <: (0, 1)

y (0, 1] 使得对 P t I (0, 1) , x I P e , 有:

( � ) t < <( t) 2 ;

( � ) A ( tx , t- 1 x ) \ <( t) A ( x , x ) , A ( t- 1 x , tx ) [ [ <( x ) ] - 1A ( x , x ) ;

( � ) < = <( t) 在关于 t I (0, 1) 左下半连续并且满足lim
ty0+

t
1
2

<( t
1
2 )

= 0.

那么算子 A 在P e 中有唯一不动点 x * , 且对 P x 0, y 0 I P e , 序列 x n = A (x n- 1 , y n- 1 ) , y n = A ( y n- 1 , x n- 1 ) , 都有 x n y x * , y n y

x * ( n y ] ) .

证明  先证不动点存在性与迭代收敛性.由( � ) 有 A ( t- 1 x , tx ) [ 1
<( t)

A ( x , x ) .令 z 0 = e I P e ,则 A ( z 0 , z 0 ) I P e . 显

然,对 P x 0, y 0 I P e ,存在充分小的实数 r0 ( 0 < r0 < 1) 使得 r
1
20 z 0 [ x 0 [ r-

1
20 z 0 , r

1
20 z 0 [ y 0 [ r-

1
20 z 0 ,并且

r
1
20

<( r
1
20 )

z 0 [ A ( z 0 , z 0 ) [ <( r
1
20 )

r
1
20

z 0 .

令 u0 = r
1
20 z 0, v0 = r-

1
20 z 0 , un = A (un- 1 , vn- 1 ) , v n = A ( vn- 1 , un- 1 ) , 则 u0, v0 I P e , u0 n v0 , u0 = r 0 v0 , 且

u1 = A ( r
1
20 z 0, r

- 1
20 z 0) \ <( r

1
20 ) A ( z 0 , z 0) \ r

1
20 z 0 = u0 ,

v1 = A ( r-
1
20 z 0 , r

1
20 z 0 ) [ 1

<( r
1
20 )

A ( z 0 , z 0 ) [ r-
1
20 z 0 = v0 .

于是,根据 A 的混合单调性, 由归纳法有
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u0 [ u1 [ u2 [ , [ vn [ , [ v 1 [ v0 ,

un [ x n [ vn , un [ y n [ v n. ( 1)

根据( � ) 和 A 的混合单调性有

u1 = A ( u0 , v0 ) \ A ( r 0 v0 , r- 1
0 v0 ) \ <( r0 ) A ( v0 , v 0) ,

v1 = A ( v 0 , u0) [ A ( r- 10 v0 , r0 v 0 ) [ 1
<( r 0 )

A ( v0 , v0 ) .

于是有 u1 \ r 1 v1 ,其中 r1 = <( r 0 )
2 > r0 , 0 < r1 [ 1. 由归纳法知 un \ r nv n , n = 1, 2, ,,其中

rn = <( r n- 1 ) 2 > r n- 1   0 < r n [ 1. ( 2)

显然{ r n } 收敛, 设 lim
ny ]

r n = r I ( 0, 1] ,则 rn [ r = 1. 事实上若 0 < r < 1, 由( � ) 和(2) 有 r = <( r ) 2 > r ,矛盾. 故 r = 1.

于是对 Pn, p \ 1, 有

H[ vn - un [ vn - r nv n = ( 1- rn ) vn [ (1 - r n ) v 0,

H [ un+ p - un [ v n - un ,H[ vn - vn+ p [ v n - un .

由 P 的正规性易见 v n - un y 0( n y ] ) , 故{ un } , { vn } 是 E 中的 Cauchy列, 因此 v u* , v* I E 使 un y u* , vn y v* ( n y

] ) 且 u* = v* .记 x * = u* = v * .

下证 x * 是 A 在P e 中的不动点.在(1) 式中令 n y ] 时得 x n y x * , y n y x * ( n y ] ) ,且 un [ x * [ vn ( n = 1, 2, ,) .

下证 A ( x * , x * ) = x * . 一方面, A ( x * , x * ) \ A (un , v n) y un+ 1 y x * , 从而 A (x * , x * ) \ x * ; 另一方面, A ( x * , x * ) [

A ( vn , un) y vn+ 1 y x * , 从而 A ( x * , x * ) [ x * : 故 A ( x * , x * ) = x * , 即 A 在P e 中有不动点 x * .

再证不动点唯一性.若存在( �x ,�y ) I P e @ P e ,使 A ( �x ,�y ) = �x , 令

t1 = sup{ t | 0 < t < 1, tx * [ �x [ t- 1 x * , tx * [ �y [ t- 1 x * } , ( 3)

则 0 < t1 [ 1, 且 t1 x * [ �x [ t- 11 x * , t1 x * [ �y [ t- 11 x * .下证 t1 = 1. 否则,若 0 < t1 < 1, 于是由( � ) ( � ) 有

�x = A ( �x ,�y ) \ A ( t1 x
* , t- 1

1 x * ) \ <( t1) A ( x * , x * ) = <( t1 ) x
* ,

�x = A (�x ,�y ) [ A ( t- 11 x * , t1 x
* ) [ 1

<( t1 )
A ( x * , x * ) =

1
<( t1 )

x * .

因此<( t1 ) x * [ �x [ 1
<( t1)

x * .同理, <( t1 ) x * [ �y [ 1
<( t1 )

x * .于是由( 3) 式有 <( t1 ) 2 [ <( t1 ) [ t1 , 这与 t1 < <( t1 ) 2 矛盾.

故 t1 = 1. 从而 �x = �y = x * .

设 z 是 A 在 A e 中的任一不动点.因为( z , z ) I P e @ P e 是 A 在 A e 中的耦合不动点,所以由以上讨论可知 z = x * .

最后证明迭代收敛性. 对 P x 0 , y 0 I P e , 有 u0 [ x 0 [ v0 , u0 [ y0 [ v0 . 由归纳法, un [ x n [ vn , un [ y n [ vn . 令 n y

] 时得 x n y x * , y n y x * ( n y ] ) , �x = x * . 证毕.

命题 1  设 A : P e @ P e y P e 是<凹- (- W) 凸混合单调算子算子, 其中<( t, x ) = W( t, x ) = tA(0 < A< 1) , 则 A : P e @

P e y P e 满足条件: 对 P t I ( 0, 1) , x I P e ,有

A ( tx , t- 1 x ) \ t2AA ( x , x ) , A ( t- 1 x , tx ) [ t- 2AA ( x , x ) .

推论 1 设 P 是实 Banach 空间 E 的正规体锥, A : P
。

@ P
。

y P
。

是混合单调算子满足: 对给定的 y , A (# , y ) : P
。

y P
。

是 A-

凹算子;对给定的 x , A ( x , #) : P
。

y P
。

是(- A) - 凸算子,其中 0 [ A<
1
4

.那么 A 在P e 中有唯一不动点 x * , 且对 P x 0 , y 0

I P e , 序列 x n = A ( x n- 1 , y n- 1) , y n = A ( yn- 1 , x n- 1) 都有 x n y x * , y n y x * ( n y ] ) .

证明  由题设和命题 1 有

A ( tx , t- 1 x ) \ t2AA ( x , x )A ( t- 1 x , tx ) [ t- 2AA (x , x ) .

令<( t) = t2A, 则<( t
1
2 ) = tA, 于是

lim
t y0+

t
1
2

<( t
1
2 )

= lim
ty 0+

t
1
2

tA
= lim

t y0+
t
1
2
-A = 0.

显然,对 P t I (0, 1) 有 t < <( t) 2 .故由定理 1 即知推论 1 结论成立.

注1  当0 [ A<
1
4
时, 推论1 去掉了文献[ 3]中定理3. 1上下解条件/ v u0 , v0 I P

。

, u0 [ v0使得 u0 [ A (u0 , v0 ) , A ( v 0,

u0 ) [ v00 以及条件/ A (H, v0 ) \ EA ( v0 , u0 )0 , 因此推论 1 改进了文献 [ 3] 定理 3. 1 的结果.

3  例子
下面利用文中的主要结果研究一类无界域上的非线性积方程.

考虑下列非线性积分方程:
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x ( t) = (Ax ) ( t) = QRN
K ( t, s) ( x

1
5 ( s) + x- 1

5 ( s) ) ds . ( 4)

结论 1 若 K : RN @ RN y R1 为非负连续函数,则方程( 4) 有唯一正解 x * ( t) 且迭代序列

x n ( t) = QRN
K ( t, s ) ( x

1
5n- 1 ( s) + y - 1

5n- 1 ( s) )ds,

y n( t) = QRN
K ( t, s) ( y

1
5n- 1 ( s) + x- 1

5n- 1 ( s) ) ds   n = 1, 2, ,

满足 sup
t I R

N
| x n ( t) - x * ( t) | y 0, sup

t I R
N

| yn ( t) - x * ( t) | y 0( n y ] ) .

证明  利用推论1证明结论1.令E = CB (RN ) 为RN上有界连续函数的全体.定义 + x + = sup
t I R

N
| x ( t) | , 则E为实Banach

空间. 令 P = C+
B ( RN ) 为 RN 上非负有界连续函数的全体, 则 P 是 E 中的正规体锥.显然(4) 式等价于 x = A (x , x) ,其中

A ( x , y ) = A 1( x ) + A 2 ( y) , A 1 ( x ) = QRN
K ( t, s) x

1
5 ( s)ds, A 2 ( y ) = QRN

K ( t, s ) y- 1
5 ( s) ds.

令A=
1
5

,不难看出算子 A 满足推论 1的所有条件 ,故结论 1 成立.

注 2 文献[ 3] 中定理 3. 1 的方法依赖于上下解, 从而不能得到结论 1.故文中有关结果是文献[ 3] 的有益补充.
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Theorems of Existence and Uniqueness of Fixed Point of

Mixed Monotone Operators and Applications

XU Shao-yuan

( School of Mathematics and Computer Science, Gannan Normal Univ ersity , Ganzhou 341000, Jiangx i China)

Abstract A class of concave convex mixed mono tone operators are discussed. Without any cont inuity and

compactness, some new ex istence and uniqueness theorems of fix ed points of mixed monotone oper ator s

ar e obtained by means of sem-i or der method. In consequence, some cor responding results are improved.
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