
　　第33卷　第3期　 吉首大学学报(自然科学版) Vol.33　No.3　　

　　2012年5月 JournalofJishouUniversity(NaturalScienceEdition) May2012　　

文章编号:1007 2985(2012)03 0001 03

拓扑空间中几类紧性的非标准刻画
∗

陈东立,鲁　莉
(西安建筑科技大学理学院,陕西 西安　710055)

摘　要:利用非标准分析理论,对拓扑中的紧性、相对紧、局部紧性进行非标准刻画,简化原有证明,使它们的本质性质

更为清晰,使拓扑学在理论上更加深刻.
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利用非标准分析理论[1],对拓扑中的紧性、相对紧、局部紧性作了非标准刻画,拓宽非标准分析的研究

领域,以提高对非标准分析这一门新兴学科的认识,使非标准分析理论更丰富.这既有助于非标准分析理

论在其他应用领域的发展,又给拓扑学赋予了更内在的探索意义.

1　 预备知识
定义1[23]　 设 X 是一个集合,对 ∀x ∈ X,μ(x)为点x 的单子.定义集合 X 上的拓扑为T =

A ⊆X:对任意的x ∈A,μx( ) ⊆∗A{ } ∪ Ø{ } .
定义2　 设A 是 X,T( ) 的子集,若对 ∀x ∈X,μ(x)∩∗A ≠Ø,都有x ∈A,则称集合A 是闭集.
定义3　 设(X,T)是拓扑空间,若对 ∀x,y∈X,x≠y,有μ(x)∩μ(y)=Ø,则称T 是Hausdorff的.
定义4　 设(X,T)是拓扑空间,若对任意的闭集A ⊆X 及x ∉A,有μ(x)∩μ(A)=Ø,则称T 是

正则的.
定义5　 设(X,T)是拓扑空间,若对任意的闭集A,B ⊆X,有μ(A)∩μ(B)=Ø,则称T 是正规的.

2　 紧性的刻画及其相关理论
定义6　 设A 是X 子集,若对 ∀y ∈∗A,∃x ∈A,使得y ∈μ(x),则称A 是X 的紧子集.
定理1[4]　 设(X,T)是拓扑空间,则A 是X 的紧子集,当且仅当A 的任意开覆盖有有限子覆盖.
定理2　 设A 是拓扑空间(X,T)的子集,若A 是紧的,则对所有的a ∈∗A 有A ∩stt(a)≠Ø.
证明 　 因为A 是紧的,所以对 ∀a∈∗A,∃x∈A,使得a∈μt(x),而stt(a)= x∈A a∈μt(x){ } ,

显然x∈μt(a),从而A ∩stt(a)≠Ø.
定理3　 设 A 是拓扑空间(X,T)的子集,若对所有的a ∈∗A 有A ∩stt(a)≠ Ø,则μt(A)

=∪ μt(x):x ∈A{ } .
证明 　 对 ∀a∈∗A 有A ∩stt(a)≠Ø,一定存在x∈A ∩stt(a),使a∈μt(x),所以有μt(a)∈

μt(x),则 ∪ μt(a):a ∈∗A{ } ⊆∪ μt(x):x ∈A{ } .又 μt(A)=∪ μt(a):a ∈A{ } ,所 以 μt(A)
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=∪ μt(x):x ∈A{ } .
定理4　 若拓扑空间(X,T)是紧的,且A 是X 的闭子集,则A 是紧的.
引理1　 拓扑空间(X,T)是T2 的,A 为X 的紧子集,若x ∈X -A,则μ(x)∩∗A=Ø.
证明 　 假设μ(x)∩∗A ≠Ø,则存在z使z∈μ(x)∩∗A,z∈∗A,存在c∈A 使z∈μ(c),因为

X 是T2 的,x∈X-A,而c∈A,所以μ(x)∩μ(c)=Ø,这与z∈μ(x)∩μ(c)矛盾.因此,μ(x)∩∗A
=Ø.

定理5[5]　T2 空间的每个紧子集都是闭的.
定理6　 紧的T2 空间是正则的.
证明 　A 为X 的紧子集,由定理5知,A 为闭的.因为拓扑空间(X,T)是T2 的,对 ∀x∈A,y∉A,

有μ(x)∩μ(y)=Ø,又由A 是闭的,故A 是紧的,从而μt(A)=∪ μt(x):x ∈A{ } ,所以μt(A)∩μt(x)

=Ø.因此,紧的T2 空间是正则的.
定理7　 紧的T2 空间是正规的.
证明 　A,B 为X 的紧子集,由定理5知,A,B 为闭的.因为拓扑空间(X,T)是T2 的,对 ∀x∈A,y

∈B,有μ(x)∩μ(y)=Ø,又由A,B 是闭的,故A,B 是紧的,从而μt(A)=∪ μt(x):x ∈A{ } ,μt(B)

=∪ μt(x):x ∈B{ } ,所以μt(A)∩μt(B)=Ø.因此,紧的T2 空间是正规的.
设f 将拓扑空间X 映入Y,且X,Y ∈U,

X =∏
i∈J

Xi= f fi( ) ∈Xi,对每一个i∈J{ } .

引理2　 设 X =∏
i∈J

Xi,g ∈∗X 且f ∈ X,则g ∈μf( ) ,当且仅当对每一个i ∈J 有gi( ) ∈

μfi( )( ) .

定理8　 若对每一个i∈J,Xi 是紧的,则∏
i∈J

Xi 也是紧的.

证明 　 设X=∏
i∈J

Xi= f fi( ) ∈Xi,对每一个i∈J{ } ,且h∈∗X,由转换原理知hi( ) ∈∗Xi,由

Xi 是紧的,故一定存在一个ai ∈Xi,有hi( ) ∈μai( ) .对于映射f,令fi( ) =ai,则hi( ) ∈μfi( )( ) ,h
∈μf( ) .

3　 相对紧的刻画及其相关理论

定义7　 设(X,T)是拓扑空间,A 是X 的子集,若A
-

是紧的,则称A 是相对紧的.即A 是相对紧的当

且仅当对 ∀y ∈∗A
-
,∃x ∈A

-
,使得y ∈μ(x).

定义8　 点x 属于集合A ⊆X 的闭包,当且仅当存在p ∈∗A,使得p ∈μ(x).

定理9　 若A
-

⊆K,K 是紧的,则A 是相对紧的.

证明 　 对 ∀x∈A
-

⊆K,∃y∈∗A
-

⊆∗K,使得y∈μ(x),由K 是紧的,故对上述 ∀y∈∗A
-

⊆∗K,

∃z∈A
-

∈K,使得y ∈μ(z),所以A
-

是紧的,A 是相对紧的.
定理10　A 是相对紧的当且仅当∗A ⊆nst

∗X( ) .

证明 　 由A 是相对紧的,故A
-

是紧的,对 ∀y∈∗A ⊆∗A
-
,存在x∈A

-
,使y∈μx( ) ,y∈nst

∗X( ) ,
所以∗A ⊆nst

∗X( ) .
定义9　x 是集合A 的聚点,当且仅当存在p ∈∗A- x{ } ,使得p ∈μx( ) .
定理11　 正则空间中紧集的闭包是紧集.

证明 　 即需证明在正则空间中,A 是紧的,则A 是相对紧的.A
-

=A ∪d A( ) ,若x∈A ∈A
-
,则由A

是紧的,故对 ∀y∈∗A ⊆∗A
-
,∃x∈A ⊆A

-
,使得y∈μ(x);若x∈d A( ) ∈A

-
,则存在p∈∗A- x{ } ,

使得p ∈μx( ) .所以,A
-

是紧的.
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定理12　 若对每一个i∈J,Xi 是相对紧的,则∏
i∈J

Xi 也是相对紧的.

证明 　 即需证明若对每一个i∈J,X
-

i 是相对紧的,则∏
i∈J

X
-

i 也是相对紧的.设 X =∏
i∈J

X
-

i,且h

∈∗X,由转换原理知hi( ) ∈∗X
-

i,由X
-

i 是紧的,故一定存在一个ai ∈X
-

i,有hi( ) ∈μai( ) .对于映射f,
令fi( ) =ai,则hi( ) ∈μfi( )( ) ,h ∈μf( ) .

4　 局部紧的刻画及其相关理论
定义10　 拓扑空间为局部紧当且仅当它的每一点至少有1个紧邻域.
定义11　 若对某紧集K,有A ⊆K,则称A ⊆G 是有界的.
设B 是G 的所有有界子集族.
定义12　q∈X,Oq = G ∈T p ∈G{ } 为q的开邻域系.
定理13　 若B ∩Oq ≠Ø,则称G 是局部紧的.
证明 　 因为B ∩Oq ≠Ø,所以设E ∈B ∩Oq,即e∈E,且E 为开集.E ∈B,E 为有界的,则 ∃K

是紧的,使E ⊆K,使对 ∀y∈∗E ⊆∗K,∃x∈K,使y∈μx( ) .E 为开集,x∈E,则E 是紧的,即对每

一个点q有一个紧邻域E.
定理14　 设(X,T)是拓扑空间,若X 是紧的,则它是局部紧的.
定义13　 设(X,T)是拓扑空间,由X 的紧子集的补集生成的虑子称为X 的紧Frechet虑子,记作

Fc x( ) .
命题1　 对 ∀X 的紧子集C,Fc 的单子满足μ Fc( ) ∩∗C=Ø.
定义14　 若X 的紧子集C 使得a ∈∗C,则称近标准点a ∈nst

∗X( ) 是紧的.
定理15　 一个拓扑空间是局部紧的,当且仅当每个近标准点是紧的.
证明 　 充分性.若a是近标准点,则a∈nst

∗X( ) ,对 ∀x ∈stt a( ) ,有a∈μt x( ) ,因为X 是局部

紧的,则至少有1个紧邻域V ⊆X 使得a ∈μt x( ) ⊂∗V 是近标准的.
必要性.设每一个近标准点是紧的,则μ Fc( ) ∩nst

∗x( ) =Ø,对任意的标准点x,μ Fc( ) ∩μt x( ) =
Ø,因此对任意的x ∈X 存在邻域V,E ⊆Fc,使得V ∩E=Ø,X -E 是x 的一个紧邻域.

参考文献:
[1]　ROBINSONA.NontastandardAnalysis[M].Amsterdam:North-Holland,1963.
[2]　DAVISM.AppliedNonstandardAnalysis[M].NewYork:Wiley,1977.
[3]　LUXEBURG W AJ.A GeneralTheoryofMonads,ApplicationsofModelTheorytoAlgebraandPorbability[M].

NewYork:HoltRineliartandWinston,1969:18 86.
[4]　陈东立.拓扑的非标准定义 [J].西安建筑科技大学学报,2006,36(3):348 350.
[5]　翟美娟.紧性的非标准定义及其性质 [J].纺织高校基础科学学报,2009,22(3):276 278.
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Abstract:Thisarticleusesthenonstandardanalysistheorytodescribethecompactness,relativecompact-
ness,andlocallcompactnessintypologicalspace.Theoriginalproofissimplified,makingtheessential
characteristicsmoreclear,andtopologytheoreticallymoreprofound.
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