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几乎周期点稠密系统的拓扑遍历性
∗
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摘　要:在极小映射的基础上构造了几乎周期点稠密系统,并运用拓扑传递性与稠密性研究了几乎周期点稠密系统与

Li-Yorke混沌的关系,证明了几乎周期点稠密系统在一定条件下是拓扑遍历的.这样,建立起了几乎周期点稠密系统与拓

扑遍历性的联系,对进一步了解几乎周期点稠密系统测度中心的性质有一定的启示作用.
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1　预备知识
文中X 总表示为以d 为度量的紧致度量空间.
一个紧系统的全部重要的动力性态都集中在它的测度中心上,因此只需研究极小系统,因为极小系统

本身就是该系统的测度中心.而极小系统满足一些条件时,就成为几乎周期点稠密系统,对此系统进行研

究,不仅能加深对整个系统的理解,还会有助于完善已有的结论.
定义1[1]　 称x是几乎周期点的,如果对任意ε>0,存在整数N >0,使得对任何q≥0,存在整数r,

q<r≤q+N 满足d(fr(x),x)<ε.f 的全体几乎周期点的集合记作A(f).
定义2[2]　 称M ⊂X 为(相对于f 的)极小集,若M 是f 的非空不变闭集且M 中不存在f 的非空不

变的真子集.若X 本身是极小的,则称f 为极小映射.
定义3[3]　 称f 为(拓扑)传递的,若对X 的任何非空开集U,V,存在n>0,使得fn(U)∩V ≠Ø.

称轨道在X 中稠密的点为f 的传递点.

定义4[4]　 设U,V 为X 的任意2个非空开子集,若lim
n→¥

1
n

[#(K(U,V)∩ {0,1,…,n-1})]>0,即

K(U,V)为具有正上密度的正整数集的子集,则称f 是拓扑遍历的.

2　 相关引理
引理1[5]　 设M 是X 的非空闭子集且f(M)⊂M,则M 极小当且仅当对任何x ∈M,orb(x)=M.
证明 　 必要性.设 M 是极小,则f(M)⊂ M,故orb(x)=M.又有 M 是闭集,所以orb(x)=M.

若orb(x)≠M,则orb(x)是含在M 中的f 的非空闭的不变真子集,与M 极小矛盾.因此orb(x)=M.
充分性.若M 不是极小的,则存在M 的非空闭的不变真子集E 使f(E)⊂E.任取x ∈E,有orb(x)

⊂E,故orb(x)≠M.
引理2[6]　x ∈A(f)当且仅当x ∈ω(x,f)且x ∈ω(x,f)是极小的.
引理3　 下述条件等价:(ⅰ)f 是极小的;(ⅱ)若ω(x,f)⊂X 是闭的,且对f 不变,则ω(x,f)=X

或ω(x,f)=Ø.
证明 　(ⅰ)⇒(ⅱ).设ω(x,f)⊂X 是闭的,且对f 不变.又设x ∈ω(x,f).据定义2,X =orb(x)

⊂ω(x,f),因此X =ω(x,f).
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(ⅱ)⇒(ⅰ).设x ∈X,显然orb(x)是X 对f 不变的非空闭子集,X =orb(x),f 是极小的.
注1　 这个引理充分说明极小集中不存在周期点.
引理4[7]　 若X 紧致,则f 传递当且仅当存在x ∈X 使得ω(x,f)=X.
证明 　 假设存在x ∈X 使ω(x,f)=X,并设U,V 为X 中的任意非空开集,则存在n >m >0使

fm(x)∈U,fn(x)∈V,故fn-m(U)∩V ≠Ø,于是f 传递.
下设f 传递.对每个n>0,存在半径为1/n的有限多开球覆盖X.当n取遍正整数,所得这些开球可

写成序列U1,U2,….对每个正整数k,集合Gk =∪
¥

n=1
f-n(Uk)都是X 中的稠密开集.因X 完备,故由Bairc

纲定理[3],存在x ∈∩kGk.由于x 得轨道穿过每个Uk,因此orb(x,f)在X 中稠密.注意到f 传递蕴涵

f(X)=X,可知存在y∈X 使f(y)=x.若y∈orb(x,f),则x是周期点且ω(x,f)=X.否则y∈ω(x,

f),这蕴涵x∈ω(x,f),于是ω(x,f)⊃orb(x,f).进而ω(x,f)⊃orb(x,f)=X,这是因为ω(x,f)是

闭集.从而也有ω(x,f)=X.
根据以上几个引理显然可以得到以下几个推论:
推论1　 若x ∈A(f)且A(f)=X,则x ∈ω(x,f)极小且ω(x,f)=X.
推论2　 若x ∈A(f)且A(f)=X,则X 是极小集,f 为极小映射.
推论3　 若x ∈A(f)且A(f)=X,则f 是传递的.

3　 主要结果及证明
定理1　 设(X,f)为紧致系统,若x ∈A(f)且A(f)=X,则f 是拓扑遍历的.
证明 　 由推论3可知f是传递的,设U,V 是2个非空开子集,于是 ∃n>0,使得f-n(U)∩V ≠Ø.

由A(f)=X 知 ∃x ∈A(f)∩f-n(U)∩V,即有x ∈V 满足fn(x)∈U.又由fn(U)的连续性可知,

存在x 的邻域D ⊂V 使得fn(D)⊂U.由于x∈A(f),因此 ∃L 使得lim
n→¥

1
n#[{i|fi(x)∩D}∩ {0,

1,…,nL-1}]≥1/L,即f 是拓扑遍历的.
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Abstract:Theauthorsconstructedthealmostperiodicpointdensesystembasedonminimalmapping,

studiedtherelationbetweenthealmostperiodicpointdensesystemandLi-Yorkechaosbyusingtopolo-
gicaltransitivityanddensity,andprovedthetopologicalergodicityofthealmostperiodicpointsdense
systemundercertainconditions.Thestudyestablishedtherelationbetweenthealmostperiodicpoint
densesystemandtopologicalergodicity,andhadsomeenlightenmentsonthefurtherstudyingofthe
characteristicsofthemeasurecentreofthealmostperiodicpointsdensesystem.
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