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线性流形上Ｗ 准反对称矩阵反问题的最小二乘解
＊

唐耀平，周立平
（湖南科技学院数学与计算科学系，湖南 永州　４２５１００）

摘　要：研究了线性流形上Ｗ 反对称矩阵反问题的最小二乘解及其逼近问题，给出了最小二乘解的一般表达式，并就

该问题的特殊情况———矩阵反问题，获得了有解的充分必要条件，在有解的条件下得到了解的一段表达式．
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近年来，矩阵方程与线性流形上反问题的最小二乘律的研究已取得许多成果［１－３］．文献［４－６］研究了
线性流形上Ｄ反对称矩阵反问题的最小二乘解及其逼近问题．文献［７］中定义了Ｗ 准反对称矩阵，并讨论
了Ｗ 准反对称矩阵反问题的最小二乘解及其逼近问题．笔者进而研究线性流形上Ｗ 准反对称矩阵反问题
的最小二乘解及其逼近问题．
首先，设Ｒｎ×ｍ 表示ｎ×ｍ阶实矩阵集合，ＳＲｎ×ｎ表示所有ｎ阶实对称矩阵集合，ＡＳＲｎ×ｎ表示所有ｎ阶实

反对称矩阵集合，ＯＲｎ×ｎ 表示所有ｎ阶实正交阵集合，Ｉｎ 表示ｎ阶单位阵，Ａ＋ 表示矩阵Ａ的 ＭｏｏｒｅＰｅｎｒｏｓｅ
广义逆，Ａ＊Ｂ表示Ａ与Ｂ的Ｈａｄａｍａｒｄ积．在Ｒｎ×ｍ 中引入内积，设Ａ，Ｂ∈Ｒｎ×ｍ，定义Ａ与Ｂ的内积为?Ａ，

Ｂ? ＝ｔｒ（ＢＴＡ），其中“ｔｒ”表示方阵的迹，由内积诱导的范数为 ‖Ａ‖ ＝ ?Ａ，Ａ槡 ? ＝ ｔｒ（ＡＴＡ槡 ）．显然，此范
数为Ｆｒｏｂｅｎｉｕｓ范数，Ｒｎ×ｍ 构成一个完备的内积空间．
定义１　给定Ｗ 为对称正定矩阵，若（ＷＡ）Ｔ＝－ＷＡ，则称矩阵Ａ为Ｗ 准反对称矩阵．ｎ×ｎ型Ｗ 准对

称矩阵的全体记为Ｗ－１　ＡＳＲｎ×ｎ，即Ｗ－１　ＡＳＲｎ×ｎ ＝ ｛Ａ｜（ＷＡ）Ｔ ＝－ＷＡ｝．
令

Ｓ＝ ｛Ａ∈Ｗ－１　ＡＳＲｎ×ｎ｜ＡＺ＝Ｙ，Ｙ＝Ｙ（ＷＺ）＋ （ＷＺ），ＺＴＷＹ＝－ＹＴＷＺ，Ｙ，Ｚ∈Ｒｎ×ｋ｝． （１）
由文献［１］知Ｓ是非空的线性流形．文中讨论以下２个问题，其中 ‖·‖ 为Ｆｒｏｂｅｎｉｕｓ范数，ＳＥ 为问题 Ⅰ
的解集：
问题 Ⅰ　 给定Ｘ，Ｂ∈Ｒｎ×ｎ，求Ａ∈Ｓ，使得ｆ（Ａ） ‖ＡＸ－Ｂ‖ ＝ｍｉｎ．
问题 Ⅱ　 给定Ａ＊ ∈Ｒｎ×ｎ，求Ａ^∈ＳＥ，使得 ‖Ａ＊ －Ａ^‖ ＝ ｍｉｎ

Ａ∈ＳＥ
‖Ａ＊ －Ａ‖．

１　 几个引理
设ＷＺ有如下奇异值分解：

ＷＺ＝Ｕ
Σ ０（ ）０ ０

ＶＴ ＝Ｕ１ΣＶＴ
１， （２）
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其中Ｕ＝（Ｕ１，Ｕ２）∈ＯＲｎ×ｎ，Ｕ１∈Ｒｎ×ｒ，Ｖ＝（Ｖ１，Ｖ２）∈ＯＲｍ×ｍ，Ｖ１∈Ｒｍ×ｒ，Σ＝ｄｉａｇ（σ１，σ２，…，σｒ），σｉ＞０，

ｉ＝１，２，…，ｒ．
引理１［７］　 设ＷＺ有奇异值分解（２）．令

Ｙ０ ＝
ＵＴ
１ＹＶ１Σ－１ －Σ－１ＶＴ

１ＹＴＵ２
ＵＴ
２ＹＶ１Σ－１

烄

烆

烌

烎０
， （３）

则（１）式中的集合Ｓ具有下面的形式：

Ｓ＝ ＵＹ０ＵＴＷ＋Ｕ
０ ０
０（ ）Ｈ ＵＴＷ｜Ｈ∈ＡＳＲ（ｎ－ｒ）（ｎ－ｒ｛ ｝） ． （４）

引理２［７］　已知Ｘ，Ｂ∈Ｒｎ×ｍ，设Ｘ的奇异值分解为Ｘ＝Ｐ
Γ ０（ ）０ ０

ＱＴ，其中Ｐ＝（Ｐ１，Ｐ２）∈ＯＲｎ×ｎ，Ｐ１∈Ｒｎ×ｓ，

Ｑ＝（Ｑ１，Ｑ２）∈ＯＲｍ×ｍ，Ｑ１∈Ｒｍ×ｓ，Γ＝ｄｉａｇ（γ１，γ２，…，γｓ）＞０．令φｉｊ ＝
１

γ２ｉ ＋γ２ｊ
，ｉ，ｊ∈［１，ｓ］，φ＝（φｉｊ）∈

Ｒｓ×ｓ．
（ⅰ）‖ＡＸ－Ｂ‖ ＝ｍｉｎ在ＡＳＲｎ×ｎ 中的解集为

ＳＡ ＝ ｛Ｐ
φ＊（ＰＴ１ＢＱ１Γ－ΓＱＴ

１ＢＴ１Ｐ１） －Γ－１　ＱＴ１ＢＴＰ２
ＰＴ２ＢＱ１Γ－１

烄

烆

烌

烎Ｇ
ＰＴ，Ｇ∈ＡＳＲ（ｎ－ｓ）（ｎ－ｓ）｝．

（ⅱ）ＡＸ ＝Ｂ在ＡＳＲｎ×ｎ 中有解的充分条件为Ｂ＝ＢＸ＋Ｘ，ＸＴＢ＝－ＢＴＸ，且有解时，其解集为

ＳＯ ＝ ｛Ｐ
ＰＴ１ＢＱ１Γ－１ －Γ－１　ＱＴ１ＢＴＰ２
ＰＴ２ＢＱ１Γ－１
烄

烆

烌

烎Ｇ
ＰＴ，Ｇ∈ＡＳＲ（ｎ－ｓ）（ｎ－ｓ）｝．

引理３［６］　Ａ∈Ｒｎ×ｎ，则存在唯一的Ａ１ ∈Ｗ－１　ＳＲｎ×ｎ，Ａ２ ∈ＷＡＳＲｎ×ｎ，使得
?Ａ１，Ａ２? ＝０且Ａ＝Ａ１＋Ａ２．

其中：Ａ１ ＝Ｗ－１　Ｇ＊（Ｗ－１　Ａ＋ＡＴＷ－１）；Ａ２＝Ｇ＊（ＡＷ－１－Ｗ－１　ＡＴ）Ｗ－１；Ｇ＝（ｇｉｊ），ｇｉｊ ＝ １
ｄ－４ｉ ＋ｄ－４ｊ

，ｉ，ｊ＝１，

２，…，ｎ．

２　 主要结果

定理１　已知Ｘ，Ｂ∈Ｒｎ×ｍ，令ＵＴＷＸ＝
Ｘ１
Ｘ（ ）２ ，Ｘ１∈Ｒｒ×ｍ，Ｘ２∈Ｒ（ｎ－ｒ）×ｍ，珟Ｂ＝ＵＴＢ－Ｙ０ＵＴＷＸ

Ｂ１
Ｂ（ ）２ ，

Ｂ１ ∈Ｒｒ×ｍ．设Ｘ２ 的奇异值分解为Ｘ２ ＝Ｐ
Γ ０（ ）０ ０

ＱＴ ＝Ｐ１ΓＱＴ
１，其中Ｐ＝ （Ｐ１，Ｐ２）∈ＯＲ（ｎ－ｒ）×（ｎ－ｒ），Ｐ１ ∈

Ｒ（ｎ－ｒ）×ｓ，Ｑ＝（Ｑ１，Ｑ２）∈ＯＲｍ×ｍ，Ｑ１∈Ｒｍ×ｓ，Γ＝ｄｉａｇ（γ１，γ２，…，γｓ）＞０．令φｉｊ ＝
１

γ２ｉ ＋γ２ｊ
，ｉ，ｊ∈［１，ｓ］，φ＝

（φｉｊ）∈Ｒ
ｓ×ｓ．则问题 Ⅰ 的解集为

ＳＡ ＝ ｛ＵＹ０ＵＴＷ＋Ｕ
０ ０
０（ ）ＧＵＴＷ｝， （５）

其中Ｇ＝Ｐ
φ＊（ＰＴ１Ｂ２Ｑ１Γ－ΓＱＴ

１ＢＴ２Ｐ１） －Γ－１　ＱＴ１ＢＴ２Ｐ２
ＰＴ２Ｂ２Ｑ１Γ－１

烄

烆

烌

烎Ｈ
ＰＴ，Ｈ∈ＡＳＲ（ｎ－ｓ－ｒ）×（ｎ－ｓ－ｒ）．

证明 　Ａ∈Ｓ，注意到Ｕ 为正交矩阵，由引理１有

ｆ（Ａ）＝ ‖ＡＸ－Ｂ‖２ ＝ ‖ＵＹ０ＵＴＷＸ＋Ｕ
０ ０
０（ ）ＧＵＴＷＸ－Ｂ‖２ ＝ ‖Ｙ０ＵＴＷＸ＋

０ ０
０（ ）ＧＵＴＷＸ－

ＵＴＢ‖２ ＝ ‖
０
ＧＸ（ ）２ － Ｂ１

Ｂ（ ）２ ‖２ ＝ ‖Ｂ１‖２＋‖ＧＸ２－Ｂ２‖２．
因此，‖ＡＸ－Ｂ‖ ＝ｍｉｎ，Ａ∈Ｓ，当且仅当

‖ＧＸ２－Ｂ２‖ ＝ｍｉｎ　　Ｇ∈ＡＳＲ（ｎ－ｒ）×（ｎ－ｒ）． （６）
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由引理２知，（６）式的解Ｇ的表达式为

Ｇ＝Ｐ
φ＊（ＰＴ１Ｂ２Ｑ１Γ－ΓＱＴ

１ＢＴ２Ｐ１） －Γ－１　ＱＴ１ＢＴ２Ｐ２
ＰＴ２Ｂ２Ｑ１Γ－１

烄

烆

烌

烎Ｈ
ＰＴ　　Ｈ∈ＡＳＲ（ｎ－ｓ－ｒ）×（ｎ－ｓ－ｒ）． （７）

将（７）式代入到（４）式，则问题 Ⅰ 得到解集合（６）．证毕．
定理２　 假定条件和符号与定理１一致，问题 Ⅰ 中ｆ（Ａ）＝ ‖ＡＸ－Ｂ‖ ＝０（Ａ∈Ｓ）的充分必要条

件是

Ｂ１ ＝０， （８）

ＸＴ２Ｂ２ ＝－ＢＴ２Ｘ２，Ｂ２ ＝Ｂ２Ｘ＋２Ｘ２， （９）

且当（８）和（９）式成立时，ｆ（Ａ）＝ ‖ＡＸ－Ｂ‖ ＝０的解集为

ＳＯ ＝ ｛ＵＹ０ＵＴＷ＋Ｕ
０ ０
０（ ）ＧＵＴＷ｝， （１０）

其中Ｇ＝Ｐ
ＰＴ１Ｂ２Ｑ１Γ－１ －Γ－１　ＱＴ１ＢＴ２Ｐ２
ＰＴ２Ｂ２Ｑ１Γ－１
烄

烆

烌

烎Ｈ
ＰＴ，Ｈ∈ＡＳＲ（ｎ－ｒ－ｓ）×（ｎ－ｒ－ｓ）．

证明 　 由定理１的证明过程可知ｆ（Ａ）＝ ‖ＡＸ－Ｂ‖ ＝０（Ａ∈Ｓ）等价于

Ｂ１－０，

ＧＸ２ ＝Ｂ２　　Ｇ∈ＡＳＲ（ｎ－ｒ）×（ｎ－ｒ）． （１１）

由引理２知，（１１）式等价于ＸＴ２Ｂ２ ＝－ＢＴ２Ｘ２，Ｂ２ ＝Ｂ２Ｘ＋２Ｘ２．因此，ｆ（Ａ）＝ ‖ＡＸ－Ｂ‖ ＝０（Ａ∈Ｓ）等价
于（８）和（９）式．
再由引理２可知（１１）式的解Ｇ的表达式为

Ｇ＝Ｐ
ＰＴ１Ｂ２Ｑ１Γ－１ Γ－１　ＱＴ１ＢＴ２Ｐ２
ＰＴ２Ｂ２Ｑ１Γ－１
烄

烆

烌

烎Ｈ
ＰＴ　　Ｈ∈ＳＲ（ｎ－ｓ）×（ｎ－ｓ）． （１２）

将（１２）式代入（５）式得ｆ（Ａ）＝０的解集（１０）．
定理３　 给定Ａ＊ ∈Ｒｎ×ｎ，符号与条件与定理１相同，对问题 Ⅰ 的解集合ＳＡ，相应问题 Ⅱ 的最佳逼近

解存在唯一且表示为

Ａ^＝ＵＹ０ＵＴＷ＋Ｕ
０ ０
０（ ）ＧＵＴＷ． （１３）

其中：

Ｇ＝Ｐ
φ＊（ＰＴ１Ｂ２Ｑ１Γ－ΓＱＴ

１ＢＴ２Ｐ１） －Γ－１　ＱＴ１ＢＴ２Ｐ２
ＰＴ２Ｂ２Ｑ１Γ－１　 ＰＴ２ＵＴ

２Ａ＊
１Ｗ－１Ｕ２Ｐ

烄

烆

烌

烎２
ＰＴ，

Ａ＊
１ ＝Ｗ－１珚Ｇ＊（Ｗ－１　Ａ＊ －Ａ＊ＴＷ－１），

珚Ｇ＝ （ｇｉｊ），ｇｉｊ ＝ １
ｄ－４ｉ ＋ｄ－４ｊ

　　ｉ，ｊ＝１，２，…，ｎ．

证明　Ａ＊ ∈Ｒｎ×ｎ，由引理３知，存在唯一的Ａ＊
１ ∈Ｗ－１　ＡＳＲｎ×ｎ及Ａ＊

２ ∈ＷＳＲｎ×ｎ，使得Ａ＊ ＝Ａ＊
１ ＋Ａ＊

２ ，

且?Ａ＊
１ ，Ａ＊

２ ? ＝０，其中Ａ＊
１ ＝Ｗ－１珚Ｇ＊（Ｗ－１　Ａ＊－Ａ＊ＴＷ－１）．Ａ∈ＳＡ，由（３）和（５）式及Ｆ范数的正交不变

性可知，

‖Ａ＊ －Ａ‖２ ＝ ‖Ａ＊
２ ‖２＋‖Ａ＊

１ －Ａ‖２ ＝ ‖Ａ＊
２ ‖２＋‖Ａ＊

１ －Ｕ
ＵＴ
１ＹＶ１Σ－１ －Σ－１ＶＴ

１ＹＴＵ２
ＵＴ
２ＹＶ１Σ－１

烄

烆

烌

烎Ｇ
ＵＴＷ‖２ ＝

‖Ａ＊
２ ‖２＋‖ＵＴＡ＊

１ －
ＵＴ
１ＹＶ１Σ－１ －Σ－１ＶＴ

１ＹＴＵ２
ＵＴ
２ＹＶ１Σ－１

烄

烆

烌

烎Ｇ
ＵＴ
１Ｗ
ＵＴ
２

烄

烆

烌

烎Ｗ
‖２ ＝

‖Ａ＊
２ ‖２＋‖ＵＴ

１Ａ＊
１ －ＵＴＹＶ１Σ－１ＵＴ

１Ｗ＋Σ－１ＶＴ
１ＹＴＵ２ＵＴ

２Ｗ‖２＋
‖ＵＴ

２Ａ＊
１ －ＵＴ

２ＹＶ１Σ－１ＵＴ
１Ｗ－ＧＵＴ

２Ｗ‖２． （１４）

因为

　 ‖ＵＴ
２Ａ＊

１ －ＵＴ
２ＹＶ１Σ－１ＵＴ

１Ｗ－ＧＵＴ
２Ｗ‖２ ＝ ‖ＵＴ

２Ａ＊
１ －ＵＴ

２ＹＶ１Σ－１ＵＴ
１Ｗ－
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Ｐ
φ＊（ＰＴ１Ｂ２Ｑ１Γ－ΓＱＴ

１ＢＴ２Ｐ１） －Γ－１　ＱＴ１ＢＴ２Ｐ２
ＰＴ２Ｂ２Ｑ１Γ－１

烄

烆

烌

烎Ｈ
ＰＴＵＴ

２Ｗ‖２ ＝

‖ＰＴＵＴ
２Ａ＊

１ －ＰＴＵＴ
２ＹＶ１Σ－１ＵＴ

１Ｗ－
φ＊（ＰＴ１Ｂ２Ｑ１Γ－ΓＱＴ

１ＢＴ２Ｐ１） －Γ－１　ＱＴ１ＢＴ２Ｐ２
ＰＴ２Ｂ２Ｑ１Γ－１

烄

烆

烌

烎Ｈ
ＰＴ１ＵＴ

２Ｗ
ＰＴ２ＵＴ

２

烄

烆

烌

烎Ｗ
‖２ ＝

‖
ＰＴ１ＵＴ

２Ａ＊
１ －ＰＴ１ＵＴ

２ＹＶ１Σ－１ＵＴ
１Ｗ

ＰＴ２ＵＴ
２Ａ＊

１ －ＰＴ２ＵＴ
２ＹＶ１Σ－１ＵＴ

１

烄

烆

烌

烎Ｗ
－
φ＊（ＰＴ１Ｂ２Ｑ１Γ－ΓＱＴ

１ＢＴ２Ｐ１） －Γ－１　ＱＴ１ＢＴ２Ｐ２
ＰＴ２Ｂ２Ｑ１Γ－１

烄

烆

烌

烎Ｈ
ＰＴ１ＵＴ

２Ｗ
ＰＴ２ＵＴ

２

烄

烆

烌

烎Ｗ
‖２＝

‖ＰＴ１ＵＴ
２Ａ＊

１ －ＰＴ１ＵＴ
２ＹＶ１Σ－１ＵＴ

１Ｗ－φ＊（ＰＴ１Ｂ２Ｑ１Γ－ΓＱＴ
１ＢＴ２Ｐ１）ＰＴ１ＵＴ

２Ｗ＋Γ－１　ＱＴ１ＢＴ２Ｐ２ＰＴ２ＵＴ
２Ｗ‖２＋

‖ＰＴ２ＵＴ
２Ａ＊

１ －ＰＴ２ＵＴ
２ＹＶ１Σ－１ＵＴ

１Ｗ－ＰＴ２Ｂ２ＱΓ－１　ＰＴ１ＵＴ
２Ｗ－ＨＰＴ２ＵＴ

２Ｗ‖２， （１５）

所以，由（１４）和（１５）式知 ‖Ａ＊ －Ａ‖ ＝ｍｉｎ（Ａ∈ＳＡ）等价于

‖ＰＴ２ＵＴ
２Ａ＊

１ －ＰＴ２ＵＴ
２ＹＶ１Σ－１ＵＴ

１Ｗ－ＰＴ２Ｂ２ＱΓ－１　ＰＴ１ＵＴ
２Ｗ－ＨＰＴ２ＵＴ

２Ｗ‖２ ＝ｍｉｎ， （１６）

Ｗ ∈ＡＳＲ（ｎ－ｒ－ｓ）×（ｎ－ｒ－ｓ），当

ＰＴ２ＵＴ
２Ａ＊

１ －ＰＴ２ＵＴ
２ＹＶ１Σ－１ＵＴ

１Ｗ－ＰＴ２Ｂ２ＱΓ－１　ＰＴ１ＵＴ
２Ｗ－ＨＰＴ２ＵＴ

２Ｗ ＝０． （１７）
（１６）式有极小解，注意到ＵＴ

２Ｕ２ ＝Ｉ，ＵＴ
１Ｕ２ ＝０，ＰＴ１Ｐ２ ＝０，ＰＴ２Ｐ２ ＝Ｉ．化简（１７）式得

Ｈ＝ＰＴ２ＵＴ
２Ａ＊

１Ｗ－１Ｕ２Ｐ２． （１８）

因为由Ａ＊
１ ∈Ｗ－１　ＡＳＲｎ×ｎ，得

ＨＴ ＝ＰＴ２ＵＴ
２（Ａ＊

１Ｗ－１）ＴＵ２Ｐ２ ＝ＰＴ２ＵＴ
２Ｗ－１　Ａ＊Ｔ

１ Ｕ２　Ｐ２ ＝－ＰＴ２ＵＴ
２Ａ＊

１Ｗ－１Ｕ２Ｐ２ ＝－Ｈ．
所以（１８）式为（１６）式的极小解．将（１８）式代入（５）式得问题 Ⅱ 的解（１３）．证毕．
由定理２及定理３可直接得到下面结论：
推论１　 给定Ａ＊ ∈Ｒｎ×ｎ，符号和条件与定理２一致，设ＳＯ 为问题 Ⅰ 中ｆ（Ａ）＝０（Ａ∈Ｓ）的解集，则

在ＳＯ 中存在唯一的 Ａ^，使得 ‖Ａ＊ － Ａ^‖ ＝ ｍｉｎ，且 Ａ^ ＝ＵＹ０ＵＴＷ ＋Ｕ
０ ０
０（ ）Ｈ ＵＴＷ，其中 Ｈ ＝

Ｐ
ＰＴ１Ｂ２Ｑ１Γ－１ －Γ－１　ＱＴ１ＢＴ２Ｐ２
ＰＴ２Ｂ２Ｑ１Γ－１　 ＰＴ２ＵＴ

２Ａ＊
１Ｗ－１Ｕ２Ｐ

烄

烆

烌

烎２
ＰＴ．
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