
　　第３２卷　第４期　 吉首大学学报（自然科学版） Ｖｏｌ．３２　Ｎｏ．４　　

　　２０１１年７月 Ｊｏｕｒｎａｌ　ｏｆ　Ｊｉｓｈｏｕ　Ｕｎｉｖｅｒｓｉｔｙ（Ｎａｔｕｒａｌ　Ｓｃｉｅｎｃｅ　Ｅｄｉｔｉｏｎ） Ｊｕｌ．２０１１　　

文章编号：１００７　２９８５（２０１１）０４　０００１　０３

广义完全正则半群的半格结构
＊

孔祥智，付世运
（江南大学理学院，江苏 无锡　２１４１２２）

摘　要：将Ｇｒｅｅｎ关系进行了不对称的推广，利用该Ｇｒｅｅｎ关系研究了广义的完全正则半群，证明了广义完全正则半群

为完全Ｊ＊～ 单半群的半格．
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１　问题的提出与主要结果
Ｇｒｅｅｎ关系在正则半群的研究中起着极其重要的作用［１　６］．著名的Ｃｌｉｆｆｏｒｄ定理告诉人们，正则半群

为完全正则半群当且仅当它为完全单半群的半格［１］，其中完全正则半群即为每个Ｈ 类都含幂等元的半

群，也称为群并．利用该半格分解，众多学者获得了关于完全正则半群的丰富结果［３］．文献［７］利用文献［８］

中推广的Ｇｒｅｅｎ关系，推广了Ｃｌｉｆｆｏｒｄ定理，证明了富足半群为超富足半群（每个Ｈ＊ 类都含幂等元的富

足半群）当且仅当它为完全Ｊ＊ 半群的半格．
首先回顾研究富足半群的推广的Ｇｒｅｅｎ关系．下述＊－Ｇｒｅｅｎ关系首先在文献［８］中提出，而在文献［７］

进行了深入研究．设Ｓ为半群，

Ｌ＊ ＝ ｛（ａ，ｂ）∈Ｓ×Ｓ：（ｘ，ｙ∈Ｓ１）ａｘ＝ａｙｂｘ＝ｂｙ｝，

Ｒ＊ ＝ ｛（ａ，ｂ）∈Ｓ×Ｓ：（ｘ，ｙ∈Ｓ１）ｘａ＝ｙａｘｂ＝ｙｂ｝，

Ｈ＊ ＝Ｌ＊ ∩Ｒ＊，Ｄ＊ ＝Ｌ＊ ∨Ｒ＊，

Ｊ＊ ＝ ｛（ａ，ｂ）∈Ｓ×Ｓ：Ｊ＊（ａ）＝Ｊ＊（ｂ）｝，
这 里Ｊ＊（ａ）是含ａ的被Ｌ＊ 和Ｒ＊ 浸透的最小理想．所谓浸透，也就是说Ｊ＊（ａ）是一些Ｌ＊ 类，也是一些Ｒ＊

类的并．文献［９］中在半群Ｓ上定义了珟Ｒ：

ａ珟Ｒｂ（ｅ∈Ｅ（Ｓ））ｅａ＝ａｅｂ＝ｂ，
这里Ｅ（Ｓ）是半群Ｓ的幂等元集．易证Ｒ＊ 珟Ｒ且对正则元素ａ，ｂ∈Ｓ，ａＲｂ当且仅当ａ珟Ｒｂ．

文 中首先介绍利用＊ －Ｇｒｅｅｎ关系与～ －Ｇｒｅｅｎ关系定义的（＊，～）－Ｇｒｅｅｎ关系，这套（＊，～）首先在

文献［１０］中提出，利用该广义Ｇｒｅｅｎ关系，推广了完全正则半群的概念，引入了广义正则半群，并研究了它

的半格分解，从而推广了完全正则半群与富足半群的半格分解结果．（＊，～）－Ｇｒｅｅｎ关系定义如下：

Ｌ＊，～ ＝Ｌ＊，Ｒ＊，～ ＝珟Ｒ，

Ｈ＊，～ ＝Ｌ＊，～ ∩Ｒ＊，～，Ｄ＊，～ ＝Ｌ＊，～ ∨Ｒ＊，～，

Ｊ＊
，～ ＝ ｛（ａ，ｂ）∈Ｓ×Ｓ：Ｊ＊，～（ａ）＝Ｊ＊，～（ｂ）｝，

这里Ｊ＊，～（ａ）是含元素ａ被Ｌ＊，～ 和Ｒ＊，～ 浸透的最小理想．易知Ｌ＊，～ 是右同余，而Ｒ＊，～ 仅是等价关系．
容易证明每个Ｈ＊，～ 类至多含１个幂等元．若ｅ∈Ｈ＊，～

ａ ∩Ｅ（Ｓ），其中ａ∈Ｓ，记ｅ为ｘ０，这里ｘ∈Ｈ＊，～
ａ

为任意元素．显然，对 ｘ∈Ｈ＊，～
ａ ，ａ∈Ｓ，有ｘ＝ｘｘ０ ＝ｘ０ｘ．
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若半群Ｓ是正则的，则每个Ｌ 类至少包含１个幂等元，同样对Ｒ 类也成立．若Ｓ是完全正则半群，则
每个Ｈ 类含１个幂等元，此时，每个Ｈ 类为群．半群称为富足的［７］，若每个Ｌ＊ 和Ｒ＊ 类含幂等元．易知

对正则元有Ｌ＊ ＝Ｌ，从而正则半群都是富足半群．半群Ｓ称为超富足的［７］，若每个Ｈ＊ 类都含幂等元，此
时，每个Ｈ＊ 类为可消幺半群，它是完全正则半群在富足半群中的推广．半群称为ｒ 富足的，若每个Ｌ＊，～

类与每个Ｒ＊，～ 类都含幂等元．当然富足半群是ｒ 富足的，但反之不然［１０］．称半群是ｒ 超富足的，若每个

Ｈ＊，～ 类含幂等元，此时，每个Ｈ＊，～ 类是左消幺半群，这是完全正则半群与超富足半群在ｒ 富足半群中

的推广．若Ｈ＊，～ 是同余，则称该半群为密码的．下文将证明如下主要结果：
定理１　 设Ｓ为密码ｒ 超富足半群，则Ｓ是完全Ｊ＊

，～ 单半群的半格，即Ｓ＝（Ｙ；Ｓα），且对α∈Ｙ与

ａ∈Ｓα，Ｌ＊，～ａ （Ｓ）＝Ｌ＊，～ａ （Ｓα），Ｒ＊，～ａ （Ｓ）＝Ｒ＊，～ａ （Ｓα）．

２　 定理证明的铺垫
因完全单半群是Ｊ 单的完全正则半群且Ｇｒｅｅｎ关系Ｈ是同余，作为推广，称ｒ 超富足半群Ｓ是完全

Ｊ＊
，～ 单半群，若它是Ｊ＊

，～ 单的且（＊，～）－Ｇｒｅｅｎ关系Ｈ＊，～ 是同余．
引理１　 设Ｓ是ｒ 超富足半群，则Ｈ＊，～ 是同余当且仅当对 ａ，ｂ∈Ｓ，（ａｂ）０ ＝ （ａ０ｂ０）０．
证明 　 必要 性．对 任 意 的ａ，ｂ∈Ｓ，有ａＨ＊，～ａ０ 与ｂＨ＊，～ｂ０．因Ｈ＊，～ 是 同 余，故 有ａｂＨ＊，～ａ０ｂ０．但

ａｂＨ＊，～（ａｂ）０，由每个Ｈ＊，～ 类含唯一的幂等元，有（ａｂ）０ ＝ （ａ０ｂ０）０．
充分性．因Ｈ＊，～ 是等价关系，只需证明Ｈ＊，～ 是相容的．令（ａ，ｂ）∈Ｈ＊，～，ｃ∈Ｓ，那么（ｃａ）０＝ （ｃ０ａ０）０

＝ （ｃ０ｂ０）０ ＝ （ｃｂ）０，故Ｈ＊，～ 是左相容的．对称地，Ｈ＊，～ 是右相容的，故Ｈ＊，～ 是同余．
引理２　 若幂等元ｅ，ｆ在ｒ 超富足半群Ｓ中符合Ｄ＊，～ 关系，则ｅＤｆ．
证明 　由ｅＤ＊，～ｆ，则存在Ｓ中的元素ａ１，…，ａｋ 使得ｅＬ＊，～ａ１Ｒ＊，～ａ２…ａｋＬ＊，～ｆ．由Ｓ是ｒ 超富足的，

有ｅＬ＊，～ａ１０Ｒ＊，～ａ２０…ａｋ０Ｒ＊，～ｆ．这样由对正则元有Ｒ＝Ｒ＊ ＝珟Ｒ，Ｌ＝Ｌ＊，得到ｅＤｆ．
推论１　 设Ｓ是ｒ 超富足半群，则Ｄ＊，～ ＝Ｌ＊，～Ｒ＊，～ ＝Ｒ＊，～Ｌ＊，～．
证明 　 若ａ，ｂ∈Ｓ，ａＤ＊，～ｂ，由 引 理２，ａ０Ｄｂ０，从 而 存 在 元 素ｃ，ｄ∈Ｓ 满 足ａ０ＬｃＲｂ０，ａ０ＲｄＬｂ０，故

ａＬ＊，～ｃＲ＊，～ｂ，ａＲ＊，～ｄＬ＊，～ｂ，结论得证．
引理３　 设ｅ，ｆ为ｒ 超富足半群Ｓ的幂等元．若ｅＪｆ，则ｅＤｆ．
证明 　 由ＳｅＳ＝ＳｆＳ，存在元素ｘ，ｙ，ｓ，ｔ使得ｆ＝ｓｅｔ，ｅ＝ｘｆｙ．记ｈ＝ （ｆｙ）０，ｋ＝ （ｓｅ）０，则ｈｆｙ＝

ｆｙ＝ｆｆｙ，从而ｈ＝ｈ２ ＝ｆｈ，ｓｅｋ＝ｓｅ＝ｓｅｅ，这样ｋ＝ｋ２ ＝ｋｅ．进而ｈｆ，ｅｋ是幂等元且ｈｆＲｈ，ｅｋＬｋ，故

ｅｈｆＲｅｈ，ｅｋｆＬｋｆ．从而有ｅｈ＝ｘｆｙｈ＝ｘｆｙ＝ｅ，ｋｆ＝ｋｓｅｔ＝ｓｅｔ＝ｆ，故ｅＲｅｆＬｆ，即ｅＤｆ．
命题１　 若ａ为ｒ 超富足半群Ｓ的元素，则Ｊ＊，～（ａ）＝Ｓａ０Ｓ．
证明 　 由ａ０∈Ｊ＊，～（ａ），有Ｓａ０ＳＪ＊，～（ａ）．只需证明理想Ｓａ０Ｓ是被Ｌ＊，～ 与Ｒ＊，～ 浸透的，又ａ＝

ａａ０ ∈Ｓａ０Ｓ，这样结论即得证．令ｂ＝ｘａ０ｙ∈Ｓａ０Ｓ（ｘ，ｙ∈Ｓ），ｋ＝（ａ０ｙ）０，那么ａ０ａ０ｙ＝ｋａ０ｙ，故ａ０（ａ０ｙ）０

＝ｋ２＝ｋ．由Ｈ＊，～ 是同余，ｘａ０ｙＨ＊，～ｘｋ．记ｈ＝（ｘｋ）０＝（ｘａ０ｙ）０，那么ｘｋｈ＝ｘｋｋ，故ｈ＝ｈ２＝ｈｋ＝ｈａ０ｋ

∈Ｓａ０Ｓ．若ｃ∈Ｌ＊，～
ｂ ，ｄ∈Ｒ＊，～

ｂ ，则ｃ＝ｃｈ，ｄ＝ｈｄ∈Ｓａ０Ｓ，故Ｓａ０Ｓ是被Ｌ＊，～ 与Ｒ＊，～ 浸透的理想．
命题２　 设Ｓ为完全Ｊ＊

，～ 单半群，则Ｊ＊
，～ ＝Ｄ＊，～．

证明 　 令ａ，ｂ∈Ｓ，ａＪ＊
，～ｂ．由命题１，Ｓａ０Ｓ＝Ｓｂ０Ｓ．再由引理３，ａ０Ｄｂ０，从而ａＨ＊，～ａ０Ｄｂ０Ｈ＊，～ｂ，这意

味着ａＤ＊，～ｂ，故Ｊ＊
，～ Ｄ＊，～．反之，令ａ，ｂ∈Ｓ，ａＤ＊，～ｂ．由推论１，存在ｃ∈Ｓ使得ａＬ＊，～ｃＲ＊，～ｂ．这样

ａ０Ｌｃ０Ｒｂ０，故Ｓａ０Ｓ＝Ｓｃ０Ｓ＝Ｓｂ０Ｓ．由命题１，（ａ，ｂ）∈Ｊ＊
，～，故Ｄ＊，～ Ｊ＊

，～．这样证明了Ｊ＊
，～ ＝Ｄ＊，～．

命题３　 完全Ｊ＊
，～ 单半群Ｓ的幂等元是本原的．

证明 　 令ｅ，ｆ为Ｓ的幂等元且ｅ≤ｆ．由Ｓ是完全Ｊ＊
，～ 单的及命题１，ｆ∈ＳｅＳ．从文献［１］§８．４的

练习３的第１部分，存在幂等元ｇ满足ｆＤｇ，且ｇ≤ｅ．设ａ∈Ｓ，ｆＬａＲｇ，那么ｆＬａ０Ｒｇ．由ｇ≤ｆ，有ａ０ ＝
ｇａ０（ｇｆ）ａ０＝ｇ（ｆａ０）＝ｇｆ＝ｇ．从而ｇ≤ｆ，ｇＬｆ，故ｆ＝ｆｇ＝ｇ．但ｇ≤ｅ，故ｅ＝ｆ，即所有幂等元是本

原的．
引理４　 设Ｓ为完全Ｊ＊

，～ 单半群，则Ｓ的正则元集生成完全单半群．
证明 　 设ａ，ｂ为Ｓ的正则元．因Ｓ由单一的Ｄ＊，～ 类组成（见命题２），再由推论１，存在ｃ∈Ｓ满足
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ａＬ＊，～ｃＲ＊，～ｂ，从而有ａＬ＊，～ｃ０Ｒ＊，～ｂ．这样由ａ的正则性，ｃ０ｂ＝ｂ，ａＬｃ０．故ａｂＬｂ，从而ａｂ为正则元．由命题

２、引理２和推论１，易见正则元集生成完全单半群．

３　 定理１的证明
令ａ∈Ｓ，那 么ａＨ＊，～ａ２，故 由 命 题１，Ｊ＊，～（ａ）＝Ｊ＊，～（ａ２）．从 而 对ａ，ｂ∈Ｓ，（ａｂ）２ ∈ＳｂａＳ，有

Ｊ＊，～（ａｂ）＝Ｊ＊，～（（ａｂ）２）Ｊ＊，～（ｂａ）．由 对 称 性，Ｊ＊，～（ａｂ）＝Ｊ＊，～（ｂａ）．由 命 题１，Ｊ＊，～（ａ）＝Ｓａ０Ｓ，

Ｊ＊，～（ｂ）＝Ｓｂ０Ｓ，故 若ｃ∈Ｊ＊，～（ａ）∩Ｊ＊，～（ｂ），则 有ｃ＝ｘａ０ｙ＝ｚｂ０ｔ，其 中ｘ，ｙ，ｚ，ｔ∈Ｓ．这 样ｃ２ ＝
ｚｂ０ｔｘａ０ｙ∈Ｓｂ０ｔｘａ０ＳＪ＊，～（ｂ０ｔｘａ０），Ｊ＊，～（ｂ０ｔｘａ０）＝Ｊ＊，～（ａ０ｂ０ｔｘ）．故由ｃＨ＊，～ｃ２，ｃ２∈Ｊ＊，～（ａ０ｂ０），还
有ｃ∈Ｊ＊，～（ａ０ｂ０）．因ａＨ＊，～ａ０，ｂＨ＊，～ｂ０ 及Ｈ＊，～ 是同余，故ａｂＨ＊，～ａ０ｂ０．这样ｃ∈Ｈ＊，～（ａｂ）．进而Ｊ＊，～（ａ）

∩Ｊ＊，～（ｂ）Ｊ＊，～（ａｂ），因反包含是显然的，得到Ｊ＊，～（ａ）∩Ｊ＊，～（ｂ）＝Ｊ＊，～（ａｂ）．
已证明理想Ｊ＊，～（ａ）（ａ∈Ｓ）的集合Ｙ在交运算下是半格，同时映射ａ｜→Ｊ＊，～（ａ）是从Ｓ到Ｙ的同

态映射．原像集Ｊ＊，～（ａ）正好是Ｊ＊
，～ 类Ｊ＊，～ａ ，它也为半群Ｓ的子半群，因此Ｓ是半群Ｊ＊，～

ａ 的半格Ｙ．
现令ａ，ｂ为Ｊ＊

，～ 类Ｊ＊，～ 的 元 素 且（ａ，ｂ）∈ Ｌ＊，～（Ｊ＊，～）．当 然ａ０，ｂ０ ∈Ｊ＊，～，故 有（ａ０，ｂ０）∈
Ｌ＊，～（Ｊ＊，～），即ａ０ｂ０ ＝ａ０，ｂ０ａ０ ＝ｂ０，（ａ０，ｂ０）∈Ｌ＊，～（Ｓ）．从 而（ａ，ｂ）∈Ｌ＊，～（Ｓ），因 此 由Ｌ＊，～

ａ （Ｓ）
Ｊ＊，～，有Ｌ＊，～

ａ （Ｓ）＝Ｌ＊，～
ａ （Ｊ＊，～）．类似地讨论得Ｒ＊，～

ａ （Ｓ）＝Ｒ＊，～
ａ （Ｊ＊，～）．

由上面证明有Ｈ＊，～
ａ （Ｊ＊，～）＝Ｈ＊，～

ａ （Ｓ），从而Ｊ＊，～ 是ｒ 超富足的．进而，若ａ，ｂ∈Ｊ＊，～，由命题２，
（ａ，ｂ）∈Ｄ＊，～（Ｓ），由推论１，存在ｃ∈Ｌ＊，～

ａ （Ｓ）∩Ｒ＊，～
ｂ （Ｓ）＝Ｌ＊，～

ａ （Ｊ＊，～）∩Ｒ＊，～
ｂ （Ｊ＊，～）．这样，ａ，ｂ是

在Ｊ＊，～ 中符合Ｄ＊，～ 关系，故Ｊ＊，～ 是Ｊ＊
，～ 单的．
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