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ｇｒａｐｈ，ｉ．ｅ．ｇｒａｐｈ　Ｇｗｉｔｈξ（Ｇ）≥２，ａｎｄ　ｐｌａｙｓ　ａ　ｆｕｎｄａｍｅｎｔａｌ　ｒｏｌｅ　ｔｈｒｏｕｇｈｏｕｔ　ｔｈｉｓ　ｐａｐｅｒ．
Ｔｈｅｏｒｅｍ　Ｃ　Ｌｅｔ　Ｇｂｅ　ａ　ｇｒａｐｈ．Ｉｆ　Ｇｉｓ　ｎｏｔ　ｕｐｐｅｒ　ｅｍｂｅｄｄａｂｌｅ，ｉ．ｅ．，ξ（Ｇ）≥２，ｔｈｅｒｅ　ｅｘｉｓｔｓ　ａｎ　ｅｄｇｅ　ｓｕｂ－

ｓｅｔ　Ａｏｆ　Ｇｓａｔｉｓｆｙｉｎｇ　ｔｈｅ　ｆｏｌｌｏｗｉｎｇ　ｐｒｏｐｅｒｔｉｅｓ：
（１）ｃ（Ｇ＼Ａ）≥２，ａｎｄ　ｆｕｒｔｈｅｒｍｏｒｅ　ｆｏｒ　ａｎｙ　ｃｏｍｐｏｎｅｎｔ　Ｆｏｆ　Ｇ＼Ａ，β（Ｆ）≡１（ｍｏｄ　２）；
（２）ｆｏｒ　ａｎｙ　ｃｏｍｐｏｎｅｎｔ　Ｆｏｆ　Ｇ＼Ａ，Ｆｉｓ　ａ　ｖｅｒｔｅｘ－ｉｎｄｕｃｅｄ　ｓｕｂｇｒａｐｈ　ｏｆ　Ｇ；
（３）ｆｏｒ　ａｎｙ　ｋ（≥２）ｄｉｆｆｅｒｅｎｔ　ｃｏｎｎｅｃｔｅｄ　ｃｏｍｐｏｎｅｎｔｓ　Ｆ１，Ｆ２，…，Ｆｋ，ｔｈｅｎ｜ＥＧ（Ｆ１，Ｆ２，…，Ｆｋ）｜≤２ｋ－

３，ｗｈｅｎ　ｋ＝２，｜ＥＧ（Ｆ１，Ｆ２）≤１，ｓｐｅｃｉａｌｌｙ；
（４）ξ（Ｇ）＝２ｃ（Ｇ＼Ａ）－｜Ａ｜－１．
Ｓｕｐｐｏｓｅ　Ａｉｓ　ｓｕｃｈ　ａ　ｃｈｏｓｅｎ　ｅｄｇｅ　ｓｕｂｓｅｔ　ｏｆ　Ｇａｓ　ｉｎ　ｔｈｅｏｒｅｍ　Ｃ　ａｂｏｖｅ．Ｗｉｔｈ　ｔｈｅ　ｈｅｌｐ　ｏｆ　ｔｈｉｓ　ｎｏｔｉｏｎ，ｗｅ

ｈａｖｅ　ｔｈｅ　ｆｏｌｌｏｗｉｎｇ　ｒｅｓｕｌｔ，ａ　ｃｏｎｔｉｎｕａｔｉｏｎ　ｏｆ　ｔｈｅｏｒｅｍ　Ｃ．
Ｔｈｅｏｒｅｍ　Ｄ　Ｕｎｄｅｒ　ｔｈｅ　ｃｏｎｄｉｔｉｏｎｓ　ａｎｄ　ｔｈｅ　ｃｏｎｃｌｕｓｉｏｎｓ　ｏｆ　ｔｈｅｏｒｅｍ　Ｃ，ｗｅ　ｈａｖｅ
（１）ｆｏｒ　ａｎｙ　ｃｏｎｎｅｃｔｅｄ　ｃｏｍｐｏｎｅｎｔ　Ｆｏｆ　Ｇ＼Ａ，ｌｅｔ　Ｇｂｅ　ａ　ｇｒａｐｈ　ｗｉｔｈ　ｋ－ｃｏｎｎｅｃｔｉｖｉｔｙ（ｋ≥ １），ｔｈｅｎ

｜Ｅ（Ｇ，Ｆ）｜≥ｋ；

５第４期　　　　　　　　　　　　　　　　刘端凤：图的上可嵌入性与２ 因子



（２）｜Ａ｜＝ １２∑Ｆ （Ｅ（Ｇ＼Ｆ，Ｆ），ｗｈｅｒｅ　ｔｈｅ　ｓｕｍ　ｉｓ　ｔａｋｅｎ　ｏｖｅｒ　ａｌｌ　ｃｏｎｎｅｃｔｅｄ　ｃｏｍｐｏｎｅｎｔｓ　Ｆｏｆ　Ｇ＼Ａ．

４　Ｍａｉｎ　Ｒｅｓｕｌｔｓ
Ｉｎ　ｔｈｉｓ　ｓｅｃｔｉｏｎ，ｔｈｅ　ａｕｔｈｏｒ　ｗｉｌｌ　ｉｎｖｅｓｔｉｇａｔｅ　ｔｈｅ　ｕｐｐｅｒ　ｅｍｂｅｄｄａｂｉｌｉｔｙ　ｏｆ　ｇｒａｐｈｓ　ｗｉｔｈ　３－ｃｏｎｎｅｃｔｅｄ．
Ｐａｐｅｒ［４］ｄｅｍｏｎｓｔｒａｔｅｓ　ｔｈａｔ　ａ　ｇｒａｐｈ　ｗｉｔｈ　３－ｃｏｎｎｅｃｔｉｖｉｔｙ　ｃａｎ　ｂｅ　ｕｐｐｅｒ　ｅｍｂｅｄｄａｂｌｅ　ｗｈｅｎ　ｉｔｓ　ａｌｌ　ｖｅｒｔｉ－

ｃｅｓ　ｗｉｔｈ　ｅｖｅｎ　ｄｅｇｒｅｅ．Ｎａｔｕｒａｌｌｙ，ｗｅ　ｗｉｌｌ　ｔｈｉｎｋ　ｏｆ　ｔｈｅ　ｕｐｐｅｒ－ｅｍｂｅｄｄａｂｌｉｔｙ　ｏｆ　ａ　ｇｒａｐｈ　ｗｉｔｈ　３－ｃｏｎｎｅｃｔｉｖｉｔｙ
ｗｈｅｎ　ａｌｌ　ｉｔｓ　ｖｅｒｔｉｃｅｓ　ｗｉｔｈ　ｏｄｄ　ｄｅｇｒｅｅ．Ｇｅｎｅｒａｌｌｙ，ｓｕｃｈ　ｇｒａｐｈｓ　ｗｏｕｌｄ　ｎｏｔ　ｂｅ　ａｌｌ　ｕｐｐｅｒ　ｅｍｂｅｄｄａｂｌｅ．Ｉｎ　ｆａｃｔ，

ｔｈｅｒｅ　ｅｘｉｓｔ　ａ　ｎｕｍｂｅｒ　ｏｆ　ｇｒａｐｈｓ　ｗｉｔｈ　３－ｃｏｎｎｅｃｔｉｖｉｔｙ　ａｎｄ　３－ｒｅｇｕｌａｒ　ｎｏｔ　ｂｅｉｎｇ　ｕｐｐｅｒ　ｅｍｂｅｄｄａｂｌｅ．Ｂｕｔ，ｉｆ　ｗｅ
ａｄｄ　ｔｈｅ　ｃｏｎｄｉｔｉｏｎ　ｏｆ“ｈａｖｉｎｇ　４－ｐｏｌｙｇｏｎ　２－ｆａｃｔｏｒ”，ｗｅ　ｃａｎ　ｏｂｔａｉｎ　ｔｈｅ　ｆｏｌｌｏｗｉｎｇ　ｔｈｅｏｒｅｍ：

Ｔｈｅｏｒｅｍ　１　Ｌｅｔ　Ｇｂｅ　ａ　３－ｃｏｎｎｅｃｔｉｖｉｔｙ　ｇｒａｐｈ　ｈａｖｉｎｇ　４－ｐｏｌｙｇｏｎ　２－ｆａｃｔｏｒ　ａｎｄ　ｆｏｒ　ａｎｙ　ｖ∈Ｖ（Ｇ），ｄＧ（ｖ）

≡１（ｍｏｄ　２），ｇｒａｐｈ　Ｇｉｓ　ｕｐｐｅｒ　ｅｍｂｅｄｄａｂｌｅ．
Ｐｒｏｏｆ　Ｓｕｐｐｏｓｅ　Ｇｎｏｔ　ｂｅ　ｕｐｐｅｒ　ｅｍｂｅｄｄａｂｌｅ，ｉ．ｅ．ξ（Ｇ）≥２．Ｂｙ　ｔｈｅｏｒｅｍ　Ｃ，ｗｅ　ｃａｎ　ｋｎｏｗ　ｔｈａｔ　ｔｈｅｒｅ

ｅｘｉｓｔｓ　ａｎ　ｅｄｇｅ－ｓｕｂｓｅｔ　Ａｏｆ　Ｇｍａｋｉｎｇ　Ｇ＼Ａｓａｔｉｓｆｙ　ａｌｌ　ｔｈｅ　ｐｒｏｐｅｒｔｉｅｓ（１）～（４）ｏｆ　ｔｈｅｏｒｅｍ　Ｃ．Ｌｅｔ　Ｈ１，Ｈ２，
…，Ｈｋ（ｋ≥２）ｂｅ　ａｌｌ　ｃｏｎｎｅｃｔｅｄ　ｃｏｍｐｏｎｅｎｔｓ　ｏｆ　Ｇ＼Ａ，ｗｈｅｒｅ　ｌ＝ｃ（Ｇ＼Ａ）≥２．Ｗｅ　ｏｎｌｙ　ｎｅｅｄ　ｔｏ　ｐｒｏｖｅ　ｔｈａｔ｜Ｅ
（Ｇ，Ｈｉ）｜≥４ｆｏｒ　ａｎｙ　Ｈｉ（１≤ｉ≤ｌ）．Ｆｉｒｓｔ，ｂｅｃａｕｓｅ　ｏｆ　ｔｈｅ　ｇｒａｐｈ　ｗｉｔｈ　３－ｃｏｎｎｅｃｔｉｖｉｔｙ，ｗｅ　ｃａｎ　ｅａｓｉｌｙ　ｏｂｔａｉｎ
ｔｈａｔ｜Ｅ（Ｇ，Ｈｉ）｜≥３ｆｒｏｍ　ｔｈｅｏｒｅｍ　Ｄ（１）．Ｔｈｅｎ　ｗｅ　ｏｎｌｙ　ｎｅｅｄ　ｔｏ　ｐｒｏｖｅ　ｔｈａｔ｜Ｅ（Ｇ，Ｈｉ）｜≠３．Ｉｆ　ｎｏｔ，ｗｅ　ｓｕｐ－
ｐｏｓｅ　ｔｈａｔ　Ｅ（Ｇ，Ｈｉ）＝｛ｅ１，ｅ２，ｅ３｝ａｎｄ　ｌｅｔ　ｘ，ｙ，ｚ　ｂｅ　ｔｈｅ　ｅｎｄｐｏｉｎｔｓ　ｏｆ　ｅ１，ｅ２，ｅ３ｒｅｓｐｅｃｔｉｖｅｌｙ，ｗｈｉｃｈ　ｂｅｌｏｎｇ　ｔｏ
Ｈｉａｎｄ　ｔｈｅ　ｔｈｒｅｅ　ｅｎｄｐｏｉｎｔｓ　ｘ，ｙａｎｄ　ｚａｒｅ　ｄｉｆｆｅｒｅｎｔ　ｂｅｃａｕｓｅ　ｏｆ　ｔｈｅ　ｇｒａｐｈ　Ｇｗｉｔｈ　３－ｃｏｎｎｅｃｔｉｖｉｔｙ．Ａｃｃｏｒｄｉｎｇ
ｔｏ　ｔｈｅ　ｇｒａｐｈ　Ｇｈａｖｉｎｇ　４－ｐｏｌｙｇｏｎ　２－ｆａｃｔｏｒ，ｏｎｅ　ｏｆ　ｔｈｅ　ｆｏｌｌｏｗｉｎｇ　ｔｗｏ　ｓｉｔｕａｔｉｏｎｓ　ａｒｅ　ｓｕｒｅ　ｔｏ　ｏｃｃｕｒｒ：（ａ）ｔｈｅｒｅ
ａｒｅ　ｔｗｏ　ｅｄｇｅｓ　ｏｆ　ｅ１，ｅ２ａｎｄ　ｅ３ｂｅｌｏｎｇｉｎｇ　ｔｏ　ｓｏｍｅ　４－ｃｉｒｃｌｅ，ｗｈｉｌｅ　ｔｈｅ　ｔｈｉｒｄ　ｅｄｇｅ　ｎｏｔ　ｂｅｌｏｎｇｉｎｇ　ｔｏ　ａｎｙ　４－ｃｉｒ－
ｃｌｅ；（ｂ）ａｎｙ　ｅｄｇｅ　ｏｆ　ｅ１，ｅ２ａｎｄ　ｅ３ｄｏｅｓ　ｎｏｔ　ｂｅｌｏｎｇ　ｔｏ　ａｎｙ　４－ｃｉｒｃｌｅ．Ｎｏｔｉｎｇ　ｔｈｅ　ｄｉｆｆｅｒｅｎｃｅ　ａｍｏｎｇ　ｘ，ｙａｎｄ　ｚ，ｗｅ
ｃａｎ　ｏｂｔａｉｎ　ｔｈｅ　ｆｏｌｌｏｗｉｎｇ　ｃｏｎｃｌｕｓｉｏｎｓ：ｉｆ　ｔｈｅ　ｃａｓｅ（ａ）ｈａｐｐｅｎｓ，ｔｈｅ　ｎｕｍｂｅｒ　ｏｆ　ｖｅｒｔｅｘｅｓ　ｉｎ　Ｈｉｃａｎ　ｂｅ　ｅｘ－
ｐｒｅｓｓｅｄ　ａｓ　４ｎ＋２（ｎ≥１）；ｉｆ　ｔｈｅ　ｃａｓｅ（ｂ）ｈａｐｐｅｎｅｄ，ｔｈｅ　ｎｕｍｂｅｒ　ｏｆ　ｖｅｒｔｅｘｅｓ　ｉｎ　Ｈｉｃａｎ　ｂｅ　ｅｘｐｒｅｓｓｅｄ　ａｓ　４ｎ（ｎ
≥１）．Ｎｏ　ｍａｔｔｅｒ　ｗｈａｔ　ｃｉｒｃｕｍｓｔａｎｃｅｓ，ｔｈｅ　ｎｕｍｂｅｒ　ｏｆ　ｖｅｒｔｅｘｅｓ　ｉｎ　Ｈｉｉｓ　ｅｖｅｎ．Ａｎｄ　ｗｅ　ｃａｎ　ｅａｓｉｌｙ　ｋｎｏｗ　ｔｈａｔ
ｔｈｅｒｅ　ａｒｅ　ｏｎｌｙ　ｔｈｒｅｅ　ｖｅｒｔｅｘｅｓ　ｘ，ｙａｎｄ　ｚ　ｗｉｔｈ　ｅｖｅｎ　ｄｅｇｒｅｅ，ｓｏ　ｔｈｅ　ｃｏｍｐｏｎｅｎｔｓ　Ｈｉｈａｓ　ｏｄｄ　ｖｅｒｔｅｘｅｓ　ｗｉｔｈ　ｏｄｄ
ｄｅｇｒｅｅ．Ｔｈａｔ　ｉｓ　ａ　ｃｌｅａｒ　ｃｏｎｔｒａｄｉｃｔｉｏｎ．Ｔｈｅｎ　ｗｅ　ｃａｎ　ｏｂｔａｉｎ　ｔｈａｔ　ｆｏｒ　ａｎｙ　ｃｏｍｐｏｎｅｎｔｓ　Ｈｉ（１≤ｉ≤ｌ），ｔｈｅ　ｉｎｅ－
ｑｕａｌｉｔｙ｜Ｅ（Ｇ，Ｈｉ）｜≥４ｃｏｍｅｓ　ｉｎｔｏ　ｅｘｉｓｔｅｎｃｅ．Ｉｔ　ｉｓ　ｋｎｏｗｎ　ｆｒｏｍ　ｔｈｅｏｒｅｍ　Ｄ（２）ａｎｄ　ｔｈｅｏｒｅｍ　Ｃ（４）ｒｅｓｐｅｃ－
ｔｉｖｅｌｙ，ｗｅ　ｃａｎ　ｏｂｔａｉｎ　ｔｈａｔ｜Ａ｜≥２ｌ　ａｎｄξ（Ｇ）≤－１，ｗｈｉｃｈ　ｃｏｎｔｒａｄｉｃｓ　ｗｉｔｈξ（Ｇ）≥２．Ｔｈｕｓ　ｔｈｅ　ｐｒｏｏｆ　ｏｆ　ｔｈｅ
ｔｈｅｏｒｅｍ　ｉｓ　ｆｉｎｉｓｈｅｄ．

Ａ　ｃｏｒｏｌｌａｒｙ　ｃａｎ　ｂｅ　ｏｂｔａｉｎｅｄ　ｆｒｏｍ　ｔｈｅｏｒｅｍ　１．Ｗｅ　ｗｉｌｌ　ｉｎｔｒｏｄｕｃｅ　ａ　ｄｅｆｉｎｉｔｉｏｎ　ｂｅｆｏｒｅ　ｇｉｖｉｎｇ　ｔｈｅ　ｃｏｒｏｌｌａｒｙ．
Ａ　ｇｒａｐｈ　Ｇｉｓ　ｃａｌｌｅｄ　ｃｉｒｃｌｅ－ｋ－ｅｄｇｅ－ｃｏｎｎｅｃｔｅｄ　ｉｆ　ａｎｙ　ｔｗｏ　ｄｉｆｆｅｒｅｎｔ　ｃｉｒｃｌｅｓ　ｏｆ　Ｇｎｅｅｄ　ｒｅｍｏｖａｌ　ｏｆ　ａｔ　ｌｅａｓｔ　ｋ

ｅｄｇｅｓ　ｆｒｏｍＧ．
Ｃｏｒｏｌｌａｒｙ　１　Ｅｖｅｒｙ　ｃｉｒｃｌｅ－３－ｅｄｇｅ－ｃｏｎｎｅｃｔｅｄ　ｇｒａｐｈ　Ｇ，ｉｆ　ｉｔ　ｈａｓ　ａ　４－ｐｏｌｙｇｏｎ　２－ｆａｃｔｏｒ；ａｎｄ　ｆｏｒ　ａｎｙ　ｖ∈Ｖ

（Ｇ），ｄＧ（ｖ）≡１（ｍｏｄ　２），ｔｈｅ　ｇｒａｐｈ　Ｇｉｓ　ｕｐｐｅｒ　ｅｍｂｅｄｄａｂｌｅ．
Ｐｒｏｏｆ　Ｓｕｐｐｏｓｅ　Ｇｎｏｔ　ｂｅ　ｕｐｐｅｒ　ｅｍｂｅｄｄａｂｌｅ，ｉ．ｅ．ξ（Ｇ）≥２．Ｂｙ　ｔｈｅｏｒｅｍ　Ｃ，ｗｅ　ｃａｎ　ｋｎｏｗ　ｔｈａｔ　ｔｈｅｒｅ

ｅｘｉｓｔｓ　ａｎ　ｅｄｇｅ－ｓｕｂｓｅｔ　Ａｏｆ　Ｇｍａｋｉｎｇ　Ｇ＼Ａｓａｔｉｓｆｙ　ａｌｌ　ｔｈｅ　ｐｒｏｐｅｒｔｉｅｓ（１）～（４）ｏｆ　ｔｈｅｏｒｅｍ　Ｃ．Ｌｅｔ　Ｈ１，Ｈ２，
…，Ｈｋ（ｋ≥２）ｂｅ　ａｌｌ　ｃｏｎｎｅｃｔｅｄ　ｃｏｍｐｏｎｅｎｔｓ　ｏｆ　Ｇ＼Ａ，ｗｈｅｒｅ　ｌ＝ｃ（Ｇ＼Ａ）≥２．Ｗｅ　ｏｎｌｙ　ｎｅｅｄ　ｔｏ　ｐｒｏｖｅ　ｔｈａｔ｜Ｅ
（Ｇ，Ｈｉ）｜≥４ｆｏｒ　ａｎｙ　Ｈｉ（１≤ｉ≤ｌ）．Ｆｒｏｍ　ｔｈｅｏｒｅｍ　Ｃ，ｆｏｒ　ａｎｙ　ｃｏｎｎｅｃｔｅｄ　ｃｏｍｐｏｎｅｎｔ　Ｆｏｆ　Ｇ＼Ａ，Ｆｈａｓ　ａ　ｃｉｒ－
ｃｌｅ　ｔｏｏ；ａｎｄ　ａｌｓｏ　ｂｅｃａｕｓｅ　ｏｆ　Ｇｂｅｉｎｇ　ａ　ｃｉｒｃｌｅ－３－ｅｄｇｅ－ｃｏｎｎｅｃｔｅｄ　ｇｒａｐｈ，ｗｅ　ｈａｖｅ｜Ｅ（Ｇ，Ｈｉ）｜≥３．Ｎｅｘｔ　ｗｅ
ｏｎｌｙ　ｎｅｅｄ　ｔｏ　ｐｒｏｖｅ　ｔｈａｔ｜Ｅ（Ｇ，Ｈｉ）｜≠３．Ｔｈｅ　ｒｅｍａｉｎｉｎｇ　ｐｒｏｃｅｓｓ　ｉｓ　ｓｉｍｉｌａｒ　ｔｏ　ｔｈｅｏｒｅｍ　１．

Ｔｈｅｎ，ｗｅ　ｗｉｌｌ　ｕｓｅ　２－ｆａｃｔｏｒ　ｔｏ　ｓｔｕｄｙ　ｔｈｅ　ｕｐｐｅｒ　ｅｍｂｅｄｄａｂｉｌｉｔｙ　ｏｆ　ｇｒａｐｈｓ　ｗｉｔｈ　ｅｖｅｎ－ｒｅｇｕｌａｒ．
Ｔｈｅｏｒｅｍ　２　Ｌｅｔ　Ｇｂｅ　ａｎ　ｅｖｅｎ－ｒｅｇｕｌａｒ　ｃｏｎｎｅｃｔｅｄ　ｇｒａｐｈ　ｗｉｔｈ　ｎｏ　ｃｕｔ－ｖｅｒｔｅｘ，ｉｆ　ｉｔ　ｈａｓ　ａ　４－ｐｏｌｙｇｏｎ　２－ｆａｃ－
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图的上可嵌入性与２ 因子

刘端凤１，２，刘新儒１
（１．中南大学数学科学与计算机技术学院，湖南 长沙　４１００８１；２．广东工业大学应用数学学院，广东 广州　５１００７６）

摘　要：对含有４ 边形２ 因子的３ 连通图和ｋ 正则图的上可嵌入性进行了讨论，得到了一些上可嵌入图类．
关键词：２ 因子；最大亏格；上可嵌入性关

中图分类号：Ｏ１８ 文献标识码：Ａ
（责任编辑　陈炳权）

７第４期　　　　　　　　　　　　　　　　刘端凤：图的上可嵌入性与２ 因子


