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一类４阶非线性自治系统的稳定性
＊
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摘　要：采用“类比法”讨论了一类非线性系统的Ｌｙａｐｕｎｕｏｖ函数的构造，给出了具有３个非线性项的４阶系统平凡解

稳定的充分条件．
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１　问题的提出

如所周知，Ｌｙａｐｕｎｕｏｖ函 数 的 构 造 是 李 亚 普 诺 夫 直 接 方 法 的 核 心 问 题．长 期 以 来，众 多 学 者 在

Ｌｙａｐｕｎｕｏｖ函数的构造研究方面做了大量的工作，同时也取得了一定的成就．文献［１］采用类比方法构造

了多种Ｌｙａｐｕｎｕｏｖ函数，并研究了３阶非线性系统平凡解的稳定性问题；文献［２－５］通过计算给出了常系

数４阶线性微分方程ｘ（４）＋ａｘ＋ｂｘ″＋ｃｘ′＋ｄｘ＝０的Ｌｙａｐｕｎｕｏｖ函数，运用类比方法构造了具有一个非

线性项的４阶非线性方程ｘ（４）＋ａｘ＋ｂｘ″＋ｆ（ｘ′）＋ｄｘ＝０的Ｌｙａｐｕｎｕｏｖ函数，从而解决了此类系统平

凡解稳定性的问题；文献［６］通过构造Ｌｙａｐｕｎｕｏｖ函数讨论了具有２个非线性项的４阶非线性方程ｘ（４）＋
ａｘ＋ｂｘ″＋ｆ（ｘ′）＋ｇｘ＝０零解的稳定性；文献［７］则通过研究方程的系数矩阵及其特征值的方法来判定

非线性系统的稳定性．
笔者在文献［６］的基础上，运用类比法通过构造Ｌｙａｐｕｎｕｏｖ函数，考察具有３个非线性项的４阶自治微

分方程

ｘ（４）＋ａｘ＋ｆ（ｘ″）＋ｇ（ｘ′）＋ｈｘ＝０
平凡解的稳定性问题，并给出了此类方程稳定的充分性条件，从而推广了相应文献的已有结果．

２　 预备知识

定义１［７］　 设Ω∈Ｒｎ，Ω是包含原点的ｎ维子集，Ｉ＝［０，＋∞）；Ｗ ∈Ｃ［Ｗ，Ｒ］，Ｗ（０）＝０；Ｖ∈Ｃ［Ｉ×
Ω，Ｒ］，Ｖ（ｔ，０）≡０，称Ｗ 和Ｖ 为Ｌｙａｐｕｎｕｏｖ函数．

定义２［８］　 设Ｖ（ｘ）在Ｒｎ 中包含原点的某邻域Ｕ 中连续可微，且满足Ｖ（０）＝０．若除原点外对所有ｘ

∈Ｕ，均有Ｖ（ｘ）＞０（Ｖ（ｘ）＜０），则 称Ｖ（ｘ）为 正 定 函 数（负 定 函 数）；若 对 所 有ｘ∈Ｕ，均 有Ｖ（ｘ）≥
０（ｖ（ｘ）≤０），则称Ｖ（ｘ）为半正定函数（半负定函数）；若在Ｕ中包含原点的任一邻域内Ｖ（ｘ）既可取正值，
也可取负值，则称Ｖ（ｘ）为变号函数．

定义３［８］　 设非线性系统

ｄｘ
ｄｔ＝ｆ

（ｔ，ｘ），ｆ（ｔ，０）＝０ （１）

的解为ｘ（ｔ）＝（ｘ１（ｔ），ｘ（ｔ）２，…，ｘｎ（ｔ））Ｔ，则称
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为函数Ｖ（ｔ，ｘ）沿着系统（１）轨线的全导数．
定义４［８］　 在系统（１）中，若ｆ（ｔ，ｘ）不显含ｔ，即

ｄｘ
ｄｔ＝ｆ

（ｘ），ｆ（０）＝０， （２）

其中ｘ∈Ｒｎ，则称该系统为自治系统．
引理１［７］　 系统（１）的平凡解稳定的充分条件是，在某区域Ｇａ：＝｛ｘ｜‖ｘ‖ ≤ａ｝上存在正定函数

Ｖ（ｔ，ｘ），使得

ｄＶ
ｄｔ｜（１）＝

Ｖ
ｔ＋∑

ｎ

ｉ＝１

Ｖ
ｘｉｆｉ

（ｔ，ｘ）≤０．

３　 主要结果
首先，考虑４阶常系数线性方程

ｘ（４）＋ａｘ＋ｂｘ″＋ｃｘ′＋ｄｘ＝０， （３）
其中ａ＞０，ｃ＞０，ｄ＞０，ｂ均为常数．若令ｘ＝ｘ１，ｘ′＝ｘ２，ｘ″＝ｘ３，ｘ＝ｘ４，则方程（３）可化为下列系统：

ｘ１′＝ｘ２，

ｘ２′＝ｘ３，

ｘ３′＝ｘ４，

ｘ４′＝－ｄｘ１－ｃｘ２－ｂｘ３－ａｘ４

烅

烄

烆 ．

（４）

由文献［３］可得到系统（４）的Ｌｙａｐｕｎｕｏｖ函数为

Ｖ（ｘ１，ｘ２，ｘ３，ｘ４）＝ｃ（（ａｂ－ｃ）ｘ２＋ａ２　ｘ３＋ａｘ４）２＋ａ（ａｄｘ１＋ａｃｘ２＋ｃｘ３）２＋
ｃ（ａｂｃ－ｃ２－ａ２　ｄ）ｘ２２＋ａｄ（ａｂｃ－ｃ２－ａ２　ｄ）ｘ２１．

由于ａ，ｃ，ｄ均大于０，且ａｂ－ｃ＞０，ａｂｃ－ｃ２－ａ２　ｄ＞０，因此函数Ｖ（ｘ１，ｘ２，ｘ３，ｘ４）沿着系统（２）轨

线的全导数为

ｄＶ
ｄｘ｜（５）＝－２

（ａｂｃ－ｃ２－ａ２　ｄ）ｘ２２ ≤０．

于是，据引理１知系统（４）的平凡解稳定．
其次，考虑具有３个非线性的４阶自治方程

ｘ（４）＋ａｘ＋ｆ（ｘ″）＋ｇ（ｘ′）＋ｈ（ｘ）＝０，ｆ（０）＝ｇ（０）＝ｈ（０）＝０． （５）
同样，ｘ＝ｘ１，ｘ′＝ｘ２，ｘ″＝ｘ３，ｘ＝ｘ４，将方程（５）化为下列系统：

ｘ１′＝ｘ２，

ｘ２′＝ｘ３，

ｘ３′＝ｘ４，

ｘ４′＝－ｈ（ｘ１）－ｇ（ｘ２）－ｆ（ｘ３）－ａｘ４

烅

烄

烆 ．

（６）

此时，采用类比法作系统（６）的Ｌｙａｐｕｎｕｏｖ函数．只需将ｈ（ｘ１），ｈ′（ｘ１），ｇ（ｘ２），ｇ′（ｘ２），ｆ（ｘ３），ｆ′（ｘ３）分

别代替ｄｘ１，ｄ，ｃｘ２，ｃ，ｂｘ３，ｂ，便有

Ｖ１（ｘ１，ｘ２，ｘ３，ｘ４）＝ｇ′（ｘ２）（ａｆ′（ｘ３）ｘ２－ｇ（ｘ２）＋ａ２　ｘ３＋ａｘ４）２＋ａ（ａｈ（ｘ１）＋ａｇ（ｘ２）＋ｇ′（ｘ２）ｘ３）２＋

（ａｆ′（ｘ３）ｇ′（ｘ２）－ｇ′２（ｘ２）－ａ２　ｈ′（ｘ１））（２∫
ｘ２

０
ｇ′（η）ｄη＋２ａ∫

ｘ１

０
ｈ′（η）ηｄη）． （７）

而Ｖ１（ｘ１，ｘ２，ｘ３，ｘ４）沿着系统（６）的全导数为

ｄＶ１
ｄｘ｜（４）＝ｇ″

（ｘ２）ｘ３（ａｆ′（ｘ３）ｘ２－ｇ（ｘ２）＋ａ２　ｘ３＋ａｘ４）２＋２ｇ′（ｘ２）（ａｆ′（ｘ３）ｘ２－ｇ（ｘ２）＋ａ２　ｘ３＋ａｘ４）·

（ａｆ′（ｘ３）ｘ２－ｇ（ｘ２）＋ａ２　ｘ３＋ａｘ４）′＋２ａ（ａｈ（ｘ１）＋ａｇ（ｘ２）＋ｇ′（ｘ２）ｘ３）（ａｈ（ｘ１）＋

ａｇ（ｘ２）＋ｇ′（ｘ２）ｘ３）′＋（ａｆ′（ｘ３）ｇ′（ｘ２）－ｇ′２（ｘ２）－ａ２　ｈ′（ｘ１））′２∫
ｘ２

０
ｇ′（η）ηｄη＋
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２ａ∫
ｘ１

０
ｈ′（η）ηｄη）＋（ａｆ′（ｘ３）ｇ′（ｘ２）－ｇ′

２（ｘ２）－ａ２　ｈ′（ｘ１））·

（２ｇ′（ｘ２）ｘ３ｘ２＋２ａｈ′（ｘ１）ｘ１ｘ２）．
由此，可得下面的结果：

定理１　 对于ａ＞０，若在域Ｇａ：＝｛ｘ｜‖ｘ‖ ≤ａ｝内函数ｆ（ｘ），ｇ（ｘ），ｈ（ｘ）有界、具有连续的２阶

导数，且存在大于０的数ｋ，ｌ，ｍ，ｎ，满足以下条件，则在域Ｇａ 内非线性自治系统（６）的平凡解是稳定的：
（ⅰ）ｆ′（ｘ３）＞０，０＜ｇ′（ｘ２）≤Ｑ，ｈ′（ｘ１）≥０（其中Ｑ为一固定正数）；
（ⅱ）｜ｇ″（ｘ２）｜≤ｋσ，｜ｈ″（ｘ１）｜≤ｌσ，｜ｆ″（ｘ３）｜≤ｎσ（其中σ为任意小正数）；

（ⅲ）０＜ａｆ′（ｘ３）ｇ′（ｘ２）－ｇ′２（ｘ２）－ａ２　ｈ′（ｘ１）≤σａ２
；

（ⅳ）｜ｆ′（ｘ３）ｘ３－ｆ（ｘ３）｜≤ｒσ；
（ⅴ）｜ｇ（ｘ２）－ｇ′（ｘ２）ｘ２｜≤ｍσ．

证明 　 在域Ｇａ 内作非线性自治系统（６）的Ｌｙａｐｕｎｕｏｖ函数（７）式．由于

ａ＞０，ｇ′（ｘ２）＞０，ｈ′（ｘ１）≥０，ｆ′（ｘ３）≥０，

０＜ａｆ′（ｘ３）ｇ′（ｘ２）－ｇ′２（ｘ２）－ａ２　ｈ′（ｘ１）≤σａ２
，｜ｆ′（ｘ３）ｘ３－ｆ（ｘ３）｜≤ｒσ，

∫
ｘ２

０
ｇ′（η）ηｄη＝

１
２ｆ′

（ξ１）ｘ
２
２ ≥０，∫

ｘ１

０
ｈ′（η）ηｄη＝

１
２ｇ′

（ξ２）ｘ
２
１ ≥０，

这 里ξ１ 介于０到ｘ２ 之间，ξ２ 介于０到ｘ１ 之间，因此根据表达式（７）知，函数Ｖ（ｘ１，ｘ２，ｘ３，ｘ４）＞０，即正定．
由ｆ（ｘ），ｇ（ｘ），ｈ（ｘ）有界，而

｜Ｘ｜≤ａ，｜ｇ″（ｘ２）≤ｋσ，｜ｈ″（ｘ１）≤ｌσ，｜ｆ″（ｘ３）≤ｎσ，

０＜ａｆ′（ｘ３）ｇ′（ｘ２）－ｇ′２（ｘ２）－ａ２　ｈ′（ｘ１）≤σａ２
，｜ｇ（ｘ２）－ｇ′（ｘ２）ｘ２｜≤ｍσ，

若令

Ｍ＝（ａｆ′（ｘ３）ｘ２－ｇ（ｘ２）＋ａ２　ｘ３＋ａｘ４）２，Ｎ＝２∫
ｘ２

０
ｇ′（η）ηｄη＋２ａ∫

ｘ１

０
ｈ′（η）ηｄη，

Ｐ＝｜ａｈ（ｘ１）＋ａｇ（ｘ２）＋ｇ′（ｘ２）ｘ３｜，Ｒ＝｜２ｇ′（ｘ２）（ａｆ′（ｘ３）ｘ２－ｇ（ｘ２）＋ａ２　ｘ３＋ａｘ４）｜，
则易知Ｍ，Ｎ，Ｐ，Ｒ均有界，从而有

ｄＶ１
ｄｘ１｜

（４）＝ｇ″（ｘ２）ｘ３（ａｆ′（ｘ３）ｘ２－ｇ（ｘ２）＋ａ２　ｘ３＋ａｘ４）２＋２（ａｈ（ｘ１）＋ａｇ（ｘ２）＋ｇ′（ｘ２）ｘ３）·　　　

（ａ２　ｈ′（ｘ１）ｘ２＋ａｇ″（ｘ２）ｘ２３＋（ｇ（ｘ２）－ａｆ′（ｘ３）ｘ２）ｇ′（ｘ２））＋（ａｆ′（ｘ３）ｇ′（ｘ２）－
ｇ′２（ｘ２）－ａ２　ｈ′（ｘ１））（２ｇ′（ｘ２）ｘ３ｘ２＋２ａｈ′（ｘ１）ｘ１ｘ２）＋（ａｆ′（ｘ３）ｇ′（ｘ２）ｘ４＋

ａｆ′（ｘ３）ｇ″（ｘ２）ｘ３－２ｇ′（ｘ２）ｇ″（ｘ２）ｘ３－ａ２　ｈ″（ｘ１）ｘ２）（２∫
ｘ２

０
ｇ′（η）ηｄη＋２ａ∫

ｘ１

０
ｈ′（η）ηｄη）＋

２ｇ′（ｘ２）（ａｆ′（ｘ３）ｘ２－ｇ（ｘ２）＋ａ２　ｘ３＋ａｘ４）（ａｆ″（ｘ３）（ｘ４ｘ２＋ａｆ′（ｘ３）ｘ３－ａｆ（ｘ３）））≤
｜ｇ″（ｘ２）｜｜ｘ３｜（ａｆ′（ｘ３）ｘ２－ｇ（ｘ２）＋ａ２　ｘ３＋ａｘ４）２＋２｜ａｈ（ｘ１）＋ａｇ（ｘ２）＋
ｇ′（ｘ２）ｘ３｜｜ａ２　ｈ′（ｘ１）ｘ２＋ａｇ″（ｘ２）ｘ２３＋（ｇ（ｘ２）－ａｆ′（ｘ３）ｘ２）ｇ′（ｘ２）｜＋
（ａｆ′（ｘ３）ｇ′（ｘ２）－ｇ′２（ｘ２）－ａ２　ｈ′（ｘ１））（２ｇ′（ｘ２）｜ｘ３｜｜ｘ２｜＋
２ａｈ′（ｘ１）｜ｘ２｜｜ｘ１｜）＋（ａ｜ｆ″（ｘ３）｜ｇ′（ｘ２）｜ｘ４｜＋ａｆ′（ｘ３）｜ｇ″（ｘ２）｜｜ｘ３｜＋

２ｇ′（ｘ２）｜ｇ″（ｘ２）｜｜ｘ３｜＋ａ２｜ｈ″（ｘ１）｜｜ｘ２｜）（２∫
ｘ２

０
ｇ′（η）ηｄη＋２ａ∫

ｘ１

０
ｈ′（η）ηｄη）＋

｜２ｇ′（ｘ２）（ａｆ′（ｘ３）ｘ２－ｇ（ｘ２）＋ａ２　ｘ３＋ａｘ４）｜（｜ａｆ″（ｘ３）ｘ４ｘ２｜＋
｜ａｆ′（ｘ３）ｘ３－ａｆ（ｘ３）｜）≤ｋσａＭ ＋２Ｐ｜ａ２　ｈ′（ｘ１）ｘ２＋ａｇ″（ｘ２）ｘ２３＋（ｇ（ｘ２）－
ａｆ′（ｘ３）ｘ２）ｇ′（ｘ２）｜＋（２ｇ′（ｘ２）＋２ａｈ′（ｘ１））σ＋
（ａ２　ｎσｇ′（ｘ２）＋ａ２　ｆ′（ｘ３）ｋσ＋２ａｋσｇ′（ｘ２）＋ａ３ｌσ）Ｎ＋Ｒ（ａ２＋ｒ）σ＜
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ｋσａＭ ＋（２ｇ′（ｘ２）＋２ａｈ′（ｘ１））σ＋（ａ２　ｎｇ′（ｘ２）＋ａ２　ｆ′（ｘ３）ｋ＋２ａｋｇ′（ｘ２）＋ａ３ｌ）Ｎσ＋
２ｐ｜ａ｜ｇ″（ｘ２）｜ｘ３｜２＋（ｇ（ｘ２）ｇ′（ｘ２）－ｇ′２（ｘ２）ｘ２）｜＋Ｒ（ａ２＋ｒ）σ≤
ｋσａＭ ＋（２ｇ′（ｘ２）＋２ａｈ′（ｘ１））σ＋（ａ２　ｎｇ′（ｘ２）＋ａ２　ｆ′（ｘ３）ｋ＋２ａｋｇ′（ｘ２）＋ａ３ｌ）Ｎσ＋
２Ｐ｜ａ｜ｇ″（ｘ２）｜｜ｘ３｜２＋ｇ′（ｘ２）｜（ｇ（ｘ２）－ｇ′（ｘ２）ｘ２）｜｜＋Ｒ（ａ２＋ｒ）σ≤
（ｋａＭ ＋２ｇ′（ｘ２）＋２ａｈ′（ｘ２）＋（ａ２　ｎｇ′（ｘ２）＋ａ２　ｆ′（ｘ３）ｋ＋２ａｋｇ′（ｘ２）＋ａ３ｌ）Ｎ）σ＋
２Ｐａ３ｋσ＋２Ｐｇ′（ｘ２）｜（ｇ（ｘ２）－ｇ′（ｘ２）ｘ２）｜＋Ｒ（ａ２＋ｒ）σ≤
（ｋａＭ ＋２ｇ′（ｘ２）＋２ａｈ′（ｘ１）＋（ａ２　ｎｇ′（ｘ２）＋ａ２　ｆ′（ｘ３）ｋ＋２ａｈｇ′（ｘ２）＋ａ３ｌ）Ｎ＋
２Ｐａ３ｋσ＋２Ｐｇ′（ｘ２）ｍ＋Ｒ（ａ２＋ｒ））σ，

于是，ｄＶ１
ｄｘ｜（４）≤０．

所以，据引理１知系统（７）的平凡解是稳定的，故方程（６）的平凡解是稳定的．

４　 算例
例１　 讨论系统

ｘ１′＝ｘ２，

ｘ２′＝ｘ３，

ｘ３′＝ｘ４，

ｘ４′＝１２σｘ
２
１－ｘ１－σｘ２２－ｘ２－１２σｘ

２
３－２ｘ３－ａｘ

烅

烄

烆 ４

（８）

的稳定性．

解 　 当ａ＝１时，分别令ｈ（ｘ１）＝－１２σｘ
２
１＋ｘ１，ｇ（ｘ２）＝σｘ２２＋ｘ２，ｆ（ｘ３）＝１２σｘ

２
３＋２ｘ３，则它们的１

阶和２阶导数分别为：

ｈ′（ｘ１）＝－σｘ１＋１，ｇ′（ｘ２）＝２σｘ２＋１，ｆ′（ｘ３）＝σｘ３＋２；

ｈ″（ｘ１）＝－σ，ｇ″（ｘ２）＝２σ，ｆ″（ｘ３）＝σ．
易知它们满足定理１的前２个条件．又因为

０＜ａｆ′（ｘ３）ｇ′（ｘ２）－ｇ′２（ｘ２）－ａ２　ｈ′（ｘ１）＝４σ２　ｘ２ｘ３＋２σｘ３－４σ２　ｘ２２＋σｘ１ ＜σ，

而｜ｆ′（ｘ３）ｘ３－ｆ（ｘ３）｜＜１２
，同样可以得到｜ｇ（ｘ２）－ｇ′（ｘ２）ｘ２｜≤２σ．那么，相对于系统（６）满足定理１

的５个条件，从而可知系统（８）的平凡解是稳定的．
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