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关于圈Ｃ４ｈ＋３的（ｒ１，ｒ２，…，ｒ４ｈ＋３）冠的优美性
＊

吴跃生１，李咏秋２
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摘 　 要：给出了圈Ｃ４ｈ＋３ 的（ｒ１，ｒ２，…，ｒ４ｈ＋３）－冠的定义，讨论了圈Ｃ４ｈ＋３ 的（ｒ１，ｒ２，…，ｒ４ｈ＋３）－冠的优美性，用构造性的方

法给出了一些特殊的圈Ｃ４ｈ＋３ 的（ｒ１，ｒ２，…，ｒ４ｈ＋３）－冠的优美标号．
关键词：圈；冠；优美图

中图分类号：Ｏ１５７．５　　　　　　 文献标志码：Ａ

１　相关定义
文中所讨论的图均为无向简单图，Ｖ（Ｇ）和Ｅ（Ｇ）分别表示图Ｇ的顶点集和边集．
定义１［１］　 对于一个图Ｇ＝（Ｖ，Ｅ），若存在一个单射θ：Ｖ（Ｇ）→｛０，１，２，…，｜Ｅ（Ｇ）｜｝，使得对所有边

ｅ＝（ｕ，ｖ）∈Ｅ（Ｇ），由θ′（ｅ）＝｜θ（ｕ）－θ（ｖ）｜导出的Ｅ（Ｇ）→ ｛１，２，…，｜Ｅ（Ｇ）｜｝是一个双射，则称Ｇ是

优美图，θ是Ｇ 的一组优美标号，称θ′为Ｇ 的边上的由θ导出的诱导值．
定义２［１］　 在图Ｇ每个顶点都粘接了ｒ条悬挂边（ｒ≥１的整数）所得到的图，称为图Ｇ的ｒ－ 冠．图Ｇ

的１－冠，称做图Ｇ的冠．
定义３　Ｖ（Ｇ）＝（ｖ１，ｖ２，…，ｖｎ）的每个顶点ｖｉ 都粘接了ｒｉ 条悬挂边（ｒｉ≥０的整数，ｉ＝１，２，…，ｎ）所

得到的图，称为图Ｇ的（ｒ１，ｒ２，…，ｒｎ）－冠，简记为Ｇ（ｒ１，ｒ２，…，ｒｎ）．特别地，当ｒ１＝ｒ２＝…＝ｒｎ＝ｒ时，称为

图Ｇ的ｒ－ 冠．图Ｇ的０－冠就是图Ｇ．
文 献［１］中证明了图Ｐ１∨Ｐｎ 的优美性，并证明了图Ｐ１∨Ｐｎ 的ｒ－ 冠的优美性，由此猜想：任意优美图

的ｒ－ 冠都是优美图．
文献［２－５］在上猜想的引导下，证明了一些优美图（如圈Ｃｎ（ｎ≡０，３（ｍｏｄ　４）））的ｒ－ 冠是优美的．文

［６－１０］给出了圈Ｃｎ 的（ｒ１，ｒ２，…，ｒｎ）－冠的定义，讨论了当ｎ＝３，７，８，１１，４ｈ时，圈Ｃｎ 的（ｒ１，ｒ２，…，ｒｎ）－冠

的优美性．文献［１１－１３］给出了图ωｎ，ｍ 的（ｒ１，ｒ２，…，ｒｎ＋ｍ－１）－冠的定义，讨 论 了 一 些 图ωｎ，ｍ 的（ｒ１，ｒ２，…，

ｒｎ＋ｍ－１）－冠的优美性．笔者讨论了当ｎ＝４ｈ＋３时，圈Ｃｎ 的（ｒ１，ｒ２，…，ｒｎ）－冠的优美性．

２　 主要结果及其证明
定理１　设ｎ＝４ｈ＋３，ｈ为自然数（ｉ＝１，２，…，４ｈ＋３），ｒｉ（ｉ＝１，２，…，４ｈ＋３）为任意自然数，圈Ｃｎ 的

（ｒ１，ｒ２，…，ｒｎ）－冠的顶点集如图１所示，Ｖ（Ｃｎ）＝（ｖ１，ｖ２，…，ｖｎ），与ｖｉ 邻接的端点（或叶）记为ｘｉｊ（ｖｉ ∈

Ｖ（Ｃｎ），ｊ＝１，２，…，ｒｉ），当∑
ｈ＋１

ｉ＝１
ｒ２ｉ＝∑

ｈ－１

ｉ＝０
ｒ４ｈ＋３－２ｉ 时，圈Ｃｎ 的（ｒ１，ｒ２，…，ｒｎ）－冠是优美图．
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图１　 圈Ｃ４ｈ＋３ 的（ｒ１，ｒ２，…，ｒ４ｈ＋３）－冠

　　 证明 　 定义圈Ｃ４ｈ＋３ 的（ｒ１，ｒ２，…，ｒ４ｈ＋３）－冠的顶点标号θ为：

θ（ｖ２ｉ－１）＝ｉ－１＋∑
ｉ

ｋ＝１
ｒ２ｋ－２　　ｉ＝１，２，…，２ｈ＋２，令ｒ０＝０；
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ｒ２ｋ－１　　ｉ＝ｈ＋２，ｈ＋３，…，２ｈ＋１．

当ｒｊ＝０时，ｘｊｉ＝ｖｊ（ｊ＝１，２，…，４ｈ＋３）．
当ｒｊ≠０时，
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ｋ＝１
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θ（ｘｊｉ）＝θ（ｖｊ－１）＋（－１）ｊｉ　　ｊ＝２，３，…，４ｈ＋３；ｉ＝１，２，…，ｒｊ．

容易验证，θ：Ｖ（Ｃ４ｈ＋３（ｒ１，ｒ２，…，ｒ４ｈ＋３））→ ｛０，１，２，…，４ｈ＋３＋∑
４ｈ＋３

ｋ＝１
ｒｋ｝是一个单射．

θ′（ｖｊｘｊｉ）＝｜θ（ｖｊ）－θ（ｘｊｉ）｜＝４ｈ＋５－ｊ＋∑
４ｈ＋３

ｋ＝ｊ
ｒｋ－ｉ　　ｊ＝１，２，…，２ｈ＋３；ｉ＝１，２，…，ｒｊ，

θ′（ｖｊｘｊｉ）＝｜θ（ｖｊ）－θ（ｘｊｉ）｜＝４ｈ＋４－ｊ＋∑
４ｈ＋３

ｋ＝ｊ
ｒｋ－ｉ　　ｊ＝２ｈ＋４，２ｈ＋５，…，４ｈ＋３；ｉ＝１，２，…，ｒｊ，

θ′（ｖｊ＋１ｖｊ）＝｜θ（ｖｊ＋１）－θ（ｖｊ）｜＝４ｈ＋４－ｊ＋∑
４ｈ＋３
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θ′（ｖｊ＋１ｖｊ）＝｜θ（ｖｊ＋１）－θ（ｖｊ）｜＝４ｈ＋３－ｊ＋∑
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当ｎ＝４ｈ＋３，ｈ为自然数，ｒｉ为任意自然数（ｉ＝１，２，…，４ｈ＋３），且∑
ｈ＋１

ｉ＝１
ｒ２ｉ＝∑

ｈ－１

ｉ＝０
ｒ４ｈ＋３－２ｉ时，θ′：Ｅ（Ｃ４ｈ＋３（ｒ１，

ｒ２，…，ｒ４ｈ＋３））→ ｛１，２，…，４ｈ＋３＋∑
４ｈ＋３

ｋ＝１
ｒｋ｝是一个双射．

因此θ是Ｃ４ｈ＋３ 的（ｒ１，ｒ２，…，ｒ４ｈ＋３）－冠的优美标号．
在定理１中，令ｒ１＝ｒ２＝…＝ｒ４ｈ＋３＝０，有以下结果：
推论１　Ｃ４ｈ＋３ 的０－冠是优美图．
定理２　设ｎ＝４ｈ＋３，ｈ为自然数，ｒｉ为任意自然数（ｉ＝１，２，…，４ｈ＋３），圈Ｃｎ 的（ｒ１，ｒ２，…，ｒｎ）－冠的

顶点集如图１所示，Ｖ（Ｃｎ）＝（ｖ１，ｖ２，…，ｖｎ），与ｖｉ邻接的端点（或叶）记为ｘｉｊ（ｖｉ∈Ｖ（Ｃｎ），ｊ＝１，２，…，ｒｉ），

当∑
ｈ＋１

ｉ＝１
ｒ２ｉ＝∑

ｈ＋１

ｉ＝１
ｒ４ｈ－２ｉ＋５ 时，圈Ｃｎ 的（ｒ１，ｒ２，…，ｒｎ）－冠是优美图．

证明 　 定义圈Ｃ４ｈ＋３ 的（ｒ１，ｒ２，…，ｒ４ｈ＋３）－冠的顶点标号θ为：
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θ（ｖ２ｉ－１）＝ｉ－１＋∑
ｉ

ｋ＝１
ｒ２ｋ－２　　ｉ＝１，２，…，ｈ＋１，令ｒ０＝０；

θ（ｖ２ｉ－１）＝ｉ＋∑
ｉ

ｋ＝１
ｒ２ｋ－２　　ｉ＝ｈ＋２，ｈ＋３，…，２ｈ＋２；
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当ｒｊ＝０时，ｘｊｉ＝ｖｊ（ｊ＝１，２，…，４ｈ＋３）．
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θ（ｘｊｉ）＝θ（ｖｊ－１）＋（－１）ｊｉ　　ｊ＝２，３，…，４ｈ＋３；ｉ＝１，２，…，ｒｊ．

容易验证，θ：Ｖ（Ｃ４ｈ＋３（ｒ１，ｒ２，…，ｒ４ｈ＋３））→ ｛０，１，２，…，４ｈ＋３＋∑
４ｈ＋３

ｋ＝１
ｒｋ｝是一个单射．

θ′（ｖｊｘｊｉ）＝｜θ（ｖｊ）－θ（ｘｊｉ）｜＝４ｈ＋５－ｊ＋∑
４ｈ＋３
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ｒｋ－ｉ　　ｊ＝１，２，…，２ｈ＋３；ｉ＝１，２，…，ｒｊ，

θ′（ｖｊｘｊｉ）＝｜θ（ｖｊ）－θ（ｘｊｉ）｜＝４ｈ＋４－ｊ＋∑
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ｒｋ　　ｊ＝２ｈ＋２，２ｈ＋３，…，４ｈ＋２，
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当ｎ＝４ｈ＋３，ｈ为自然数，ｒｉ为任意自然数（ｉ＝１，２，…，４ｈ＋３），且∑
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因此θ是Ｃ４ｈ＋３ 的（ｒ１，ｒ２，…，ｒ４ｈ＋３）－冠的优美标号．
在定理２中，令ｒ１＝ｒ２＝…＝ｒ４ｈ＋３＝ｒ，有以下结果：
推论２　Ｃ４ｈ＋３ 的ｒ－ 冠是优美图．

３　 举例
例１　下面根据定理１、定理２给出圈Ｃ１５的（０，１，０，２，０，３，０，４，０，０，０，０，０，０，１０）－冠的２种优美标号，

如图２，３所示．根据定理２给出圈Ｃ１５ 的（０，１，０，２，０，３，０，４，５，０，０，０，０，０，５）－冠的优美标号，如图４所示．

图２　 圈Ｃ１５ 的（０，１，０，２，０，３，０，４，０，０，０，０，０，０，１０）－冠的第１种优美标号

３第６期　　　　　　　　　　　　　吴跃生，等：关于圈Ｃ４ｈ＋３的（ｒ１，ｒ２，…，ｒ４ｈ＋３）－冠的优美性



图３　 圈Ｃ１５ 的（０，１，０，２，０，３，０，４，０，０，０，０，０，０，１０）－冠的第２种优美标号

图４　 圈Ｃ１５ 的（０，１，０，２，０，３，０，４，５，０，０，０，０，０，５）－冠的优美标号
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