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�匹配问题�的推广
*

李亚兰
(仲恺农业工程学院计算科学系, 广东 广州 � 510225)

摘 � 要:将� 匹配问题�的条件加强, 从 2 个不同角度进行推广,得到一系列有意义的结果.
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1 � 相关引理
�装错信封问题� 被著名数学家欧拉( LeonhardEuler, 1707 - 1783) 称为�组合数论的一个妙题�. 它是

由当时最有名的数学家约翰 � 伯努利 ( JohannBernoulli, 1667 � 1748) 的儿子丹尼尔 � 伯努利

(DanidBernoulli, 1700 � 1782) 提出来的,大意如下: 1个人写了n 封不同的信及相应的n个不同的信封,他

把这 n封信都装错了信封,问都装错信封的装法有多少种?由此衍生出概率论的�匹配问题�.

文献[ 1- 2] 中谈到如下 �匹配问题�:某人 1次写了 n封信,又写了 n个信封,如果他任意地将 n封信

装入n个信封中,则至少有1封信和信封一致的概率是P( B) = �
n

k= 1

(- 1) k- 1

k!
.文献[ 3- 6] 对上述问题进行

了不同角度的推广, 笔者也将对此问题作一些不同的推广.

引理 1[ 1] � 将 n封信装入 n个信封,无一配对的概率为 P0( n) = �
n

k = 0

(- 1)
k

k !
,由对立事件概率得

P0( n) = 1 - P (B) = 1 - �
n

k= 1

(- 1)
k- 1

k!
= �

n

k= 0

(- 1)
k

k !
. (1)

引理 2 � 将 n封信装入n 个信封,恰有 r (0 � r � n) 个信纸与信封配对的概率为

P r ( n) =
1
r ! �

n- r

k= 0

(- 1) k

k !
. (2)

证明 � 因为�某指定 r 封信纸被装入其配对的信封�的概率为 P1 =
1
A

r
n
, �其余 n- r 个信纸与信封无

一配对� 的概率为 P2 = �
n- r

k = 0

(- 1)
k

k !
,又这恰好配对的 r 个信纸是n 个信封中任意的 r 个信纸, 其取法数为

C
r
n 种, 故事件�恰有 r (0 � r � n) 个信纸与信封配对�是事件�某指定 r 封信纸被装入其配对的信封而其余

n- r 个信纸与信封无一配对� 的概率的 C
r
n 倍. 即

P r( n) = C
r
nP 1 P2 = C

r
n
1
A

r
n
�
n- r

k= 0

(- 1) k

k !
=

1
r! �

n- r

k= 0

(- 1) k

k !
.

显然,若 r = 0即为(1) 式.

2 � 主要结果及证明
有n个人各填写1份登记表并交 1张照片, 现在将登记表及照片任意地装入 n个写有姓名的档案袋中
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(每袋只容许装入 1份登记表及 1张照片) .

定理 1 � 没有 1袋的登记表及照片都装对的概率为

P 0( n) = �
n

k= 0

(- 1)
k

k !
� 1
A

k
n
. (3)

证明 � 设 C i = �第 i袋中登记表及照片全装对�, i = 1, 2, �, n,则B = �至少有 1袋中登记表及照片

全装对� = �
n

i= 1
C i ,且

P(C i ) =
1

n � n
, P (C iC j ) =

1
n( n - 1) � n( n- 1)

� � i � j ,

P( CiC jC k ) =
1

n( n- 1) ( n - 2) � n( n - 1) ( n - 2)
� � i � j � k,

�

P(C1C2 �Cn ) =
1

n! � n!

由概率的一般加法公式有

P(B ) = P( �
n

i= 1
C i ) = �

n

i= 1

P(C i ) - �
1 � i< j � n

P (C iC j ) + �
1 � i< j< k � n

P (C iC jC k ) - �+ (- 1) n- 1
P(C1C2 �Cn ) =

C
1
n � 1

n
2 - C

2
n � 1

n
2
( n - 1)

2 + �+ (- 1) k- 1
C

k
n � 1

n
2
( n - 1)

2 �( n - k + 1)
2 + �+

(- 1) n- 1
C

n
n � 1

n! � n! = �
n

k= 1

(- 1)
k- 1

k!
� 1
A

k
n
.

其对立事件�没有 1袋的登记表及照片都装对� 的概率为 P 0( n) = 1- P (B) = �
n

k= 0

(- 1) k

k !
� 1
A

k
n
.

定理 2 � �恰有 r(0 � r � n) 袋的登记表及照片都装对�的概率为

P r( n) =
1
r !
� 1
A

r
n
�
n- r

k= 0

(- 1) k

k !
� 1
A

k
n- r

. (4)

证明 � 由于�某指定 r袋中的登记表及照片都装对� 的概率为 P1 =
1

A
r
n � A r

n

, �其余 n- r 袋中的登记

表及照片无一装对�的概率为 P2 = �
n- r

k= 0

(- 1)
k

k !
� 1
A

k
n- r

,而�恰有 r袋的登记表及照片都装对�中这 r袋的取

法数为 C
r
n , 因此事件�恰有 r 袋的登记表及照片都装对�的概率是事件�某指定 r 袋中的登记表及照片都装

对,而其余 n - r 袋中的登记表及照片无一装对�的概率的 C
r
n倍.即

P r( n) = C
r
n � 1

A
r
n � A r

n
� �

n- r

k = 0

(- 1)
k

k !
� 1
A

k
n- r

=
1
r !
� 1
A

r
n
�
n- r

k= 0

(- 1)
k

k !
� 1
A

k
n- r

.

显然,若令 r = 0即为( 3) 式.

有 n个人各填写m 份不同类的登记表, 现将这些表任意装入 n个有姓名的袋中(每袋只容许装入m份

不同的登记表) .

定理 3 � 没有 1袋的登记表全装对的概率为

P0( n) = �
n

k = 0

(- 1)
k

k !
� 1
( A

k
n)

m- 1 . (5)

证明 � 设 C i = �第 i袋中登记表全装对�, i = 1, 2, �, n, 则 B = �至少有 1袋中登记表全装对� =

�
n

i= 1
C i , 且

P (C i ) =
1
n

m, P( CiC j ) =
1

n
m
( n - 1) m � � i � j ,

P(C iC jCk ) =
1

n( n - 1) m
( n - 2) m � � i � j � k,
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�

P (C1C2 �Cn) =
1

( n! )
m .

由概率的一般加法公式有

P(B ) = P( �
n

i= 1
C i ) = �

n

i= 1

P(C i ) - �
1 � i< j � n

P (C iC j ) + �
1 � i< j< k � n

P (C iC jC k ) - �+ (- 1) n- 1
P(C1C2 �Cn ) =

C
1
n � 1

n
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2
n � 1

n
m
( n - 1) m + �+ (- 1)

k- 1
C

k
n � 1

n
m
( n - 1) m �( n- k + 1) m + �+

(- 1) n- 1
C

n
n � 1

( n!)
m = �

n

k = 1

(- 1)
k- 1

k !
� 1
( A

k
n)

m- 1 .

其对立事件�没有 1袋的登记表全装对�的概率为

P 0( n) = 1 - P( B) = 1- �
n

k= 1

(- 1) k- 1

k!
� 1
( A

k
n)

m- 1 = �
n

k= 0

(- 1) k

k !
� 1
( A

k
n)

m- 1 .

显然,若令 m = 2即为(3) 式,若令 m = 1即为(1) 式,因此(5) 式包含(1) , (3) 式.

定理 4 � �恰有 r(0 � r � n) 袋的登记表全装对� 的概率为

P r ( n) =
1
r!
� 1
( A

r
n)

m- 1 �
n- r

k= 0

(- 1)
k

k !
� 1
( A

k
n- r )

m- 1 . (6)

证明 � 由于�某指定 r袋中的登记表全装对�的概率为 P1 =
1

( A
r
n)

m , �其余n- r 袋中的登记表无一装

对� 的概率为 P2 = �
n- r

k= 0

(- 1)
k

k !
� 1
( A

k
n- r )

m- 1 ,而�恰有 r 袋的登记表全装对�中这 r袋的取法数为C
r
n ,因此事

件�恰有 r 袋的登记表全装对�的概率是事件�某指定 r袋中的登记表全装对,而其余n- r 袋中的登记表无

一装对� 的概率的 C
r
n 倍. 即

P r( n) = C
r
n � 1

( A
r
n)

m � �
n- r

k= 0

(- 1)
k

k !
� 1
( A

k
n- r )

m- 1 =
1
r !
� 1
( A

r
n )

m- 1 �
n- r

k= 0

(- 1)
k

k !
� 1
( A

k
n- r)

m- 1 .

显然,若令 m= 2即为(4) 式,令m = 1即为(2) 式,即(6) 式包含(2) , ( 4) 式; 且若令 r = 0即为(5) 式,

因此(6) 式包含( 1) ~ (5) 式.
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Generalzation of Matching Problem

LI Ya-lan

( Depar tment o f Computat ion Science, Zhongkai Univer sity o f Agr iculture and Engineer ing, Guang zhou 510225, China)

Abstract: By increasing the condition, the matching problem is ex tended from tw o differ ent perspect iv es,

and then a series of impo rtant results w er e obtained.
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