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不定方程 y
2= x

3+ 4解的存在性
*

周泽文
(玉林师范学院数学与计算机科学系, 广西 玉林 � 537000)

摘 � 要:引入 2 个引理, 证明了不定方程 y 2 = x 3 + 4 没有正整数解.
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形如 y
2
= x

3
+ k( k � N) 的方程是一类非常有趣的不定方程,对于每一个不同的正整数 k, 方程的解的

确定,一般来说都是非常艰难的,即使能求解,其方法也是不尽相同的.例如在初等数论中已经知道不定方

程 y
2
= x

3
+ 7没有整数解.笔者利用初等方法来分析讨论不定方程 y

2
= x

3
+ 4的解的情况.

1 � 引理及证明
引理 1 � 不定方程 x ( x + 1) = 4y 3 没有正整数解.

证明 � 显然, ( x , x + 1) = 1,从而 4或 y
3
必定仅属于 x 或 x + 1其中一个因子, 从而有:

( � ) x = 4a, x + 1 = by
3
, 则有 ab = 1,于是 a = b = 1,从而 x = 4, x + 1 = y

3
.故 y

3
= 5,而这是不

可能的.

( � ) x = by
3
, x + 1 = 4a,则有 ab = 1,于是a = b = 1, 从而 x + 1 = 4, x = y

3
. 故 x = 3, y

3
= 3,而

这是不可能的.

综合可知引理 1成立.

引理 2 � 不定方程( 4b+ 1) [ ( 4b+ 1) + 4] = ( 4a + 1) 3 没有正整数解.

证明 � 显然, (4b+ 1) 与( 4b+ 5) 没有公因子.否则,可设4b+ 1 = mp , 4b+ 5 = mq ,这里 m, p , q �

N,故有 m( p - q) = 4.

由于(4b+ 1) 与(4b+ 5) 都是奇数,因此只有可能为 m = 1,从而知(4b+ 1) 与(4b+ 5) 没有公因子.

由上面的分析, 可设 4b+ 1 = m
3
, 4b+ 5 = n

3
,从而有 n

3
- m

3
= 4, 即

( n - m) ( n
2
+ mn + m

2
) = 4. (1)

显然, n
2
+ mn + m

2
> 4( m � n) ,故知(1) 式无解,从而知方程无正整数解.

从引理 2的证明过程中不难得到如下结论:

推论 1 � 对于任意 a � N, 均有(4a + 1, 4a + 5) = 1.
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2 � 关于不定方程 y 2 = x3 + 4
对于不定方程 y

2
= x

3
+ 4,若有解,则解( x , y) 中的 x 与 y 的结构必定具有如下形式之一: 4a, 4a+ 1,

4a + 2, 4a + 3.

由上面的分析不难知道, 若有解, 则不定方程 y
2
= x

3
+ 4 的解( x , y ) 的可能仅为如下 16种形式:

( a) (4a, 4b) ; (b) (4a, 4b+ 1) ; ( c) (4a, 4b+ 2) ; ( d) (4a, 4b+ 3) ; ( e) (4a+ 1, 4b) ; ( f ) (4a+ 1, 4b+ 1) ; ( g ) (4a

+ 1, 4b+ 2) ; ( h) ( 4a + 1, 4b+ 3) ; ( i) ( 4a+ 2, 4b) ; ( j) ( 4a+ 2, 4b+ 1) ; (k) (4a + 2, 4b+ 2) ; ( l) (4a+ 2, 4b

+ 3) ; (m) (4a + 3, 4b) ; ( n) (4a + 3, 4b+ 1) ; ( o) (4a + 3, 4b+ 2) ; (p) (4a + 3, 4b+ 3) .

下面对于上述各种可能分析进行讨论:

( � ) 对于( a) , ( b) , ( d) , ( e) , ( f ) , ( g) , ( i) , ( j) , ( k) , ( l) , ( m) , ( n) , ( o) , ( p) 等这 14种情况,利用整数

的奇偶性,不难知道它们都不可能成为方程的解; 故只需对( c) , ( h) 进行讨论.

( � ) 对于形式( c) ,若( x , y ) = (4a, 4b+ 2) ,则有(4b+ 2)
2
= 64a

3
+ 4� b( b+ 1) = 4a

3
.由引理 1知,

这是不可能的, 故知方程无这样结构的解.

( � ) 对于形式(h) ,若( x , y) = ( 4a + 1, 4b+ 3) , 则有(4b+ 3) 2
= (4a+ 1) 3

+ 4,从而有

(4b+ 1) [ (4b+ 1) + 4] = (4a + 1) 3
. (2)

由引理 2知(2) 式无解,从而方程无这样结构的解.

综合上面的分析与讨论可得如下结论:

定理 1 � 不定方程 y
2
= x

3
+ 4没有正整数解.
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Existence of the Solution to Diophantine Equation y2= x3+ 4
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Abstract:Tw o lemm as ar e used to pro ve that there is no positiv e integ er solut io n to the diophantine equa�
t ion y

2= x
3+ 4.
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