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含参数四阶奇异微分方程边值问题正解存在性
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摘  要:考察一类含有 2 个参数的非线性奇异四阶微分方程边值问题正解的存在性, 其中允许非线性项 f ( t, x , y )在 x

= 0, y= 0 处奇异. 它运用的主要工具是锥拉伸压缩不动点定理. 通过限制 K的范围, 得到边值问题正解的存在性.
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1  问题的提出
考察一类含有 2个参数的非线性奇异四阶微分方程 2点边值问题正解的存在性:

u
( 4)

( t) + Bud( t) - Au ( t) = KU( t ) f ( t , u( t) , ud( t ) )   0 < t < 1,

u( 0) = u( 1) = ud(0) = ud(1) = 0.
(1)

其中:K> 0; U( t) I C( (0, 1) , R
+
)在 t = 0, t = 1处奇异且在(0, 1) 的任一子区间上不恒为0,这里R

+
= [ 0,

+ ] ) ;非线性项 f ( t , x , y ) I C( [ 0, 1] @ (0, + ] ) @ (- ] , 0) , R+
) 且允许 f 在 x = 0, y = 0处奇异; A,

B是 2个参数,且满足 B< 2P2
, A\- B2

/ 4, A/P4
+ B/P2

< 1. 这里边值问题(简写为 BVP) (1) 的正解是指u

I C
2
(0, 1) H C[ 0, 1] 满足(1) 且 u( t) 在( 0, 1) 上不恒为 0.

当 A= B= 0时,相关边值问题的正解及非平凡解的存在性与多解性都获得了广泛的研究[ 1-4]
. 当 A=

0, B X 0时,文献[ 5] 用混合单调算子的不动点定理讨论了下列四阶边值问题正解的存在性:

u
( 4)
( t) + Bud( t ) = Kf ( t , u( t) )   0 < t < 1,

u(0) = u(1) = ud(0) = ud( 1) = 0.

其中:K> 0; B< P2
; f ( t, x ) I C( (0, 1) @ (0, + ] ) , (0, + ] ) ) .

而对于一般情况,相关问题正解的工作并不多见. 文献[ 6] 考察了非奇异的半正简单弹性梁的变形问

题正解的存在性:

u
( 4)
( t ) + Bud( t) - Au ( t ) = f ( t , u( t) , ud( t ) )   0 < t < 1,

u(0) = u(1) = ud(0) = ud(1) = 0,

其中非线性项是连续的. 笔者考察了非线性项关于第 2、第 3个变元均奇异的边值问题正解的存在性.

文中使用的主要工具是著名的 Guo- Kr asnoselskii锥拉伸压缩不动点定理:

命题 1
[ 7]  设 E 是一个 Banach空间, K 是E 中的一个锥.假设 81 和 82 是 E 中的开集且满足 0 I 81

和�81 A 82 .设 T: K H (�82 \ 81 ) y K 是全连续算子.如果满足如下条件之一,那么 T 在K H (�82 \ 81) 中至

少有 1个不动点:
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( � ) +Tu + [ +u+ , Pu I K H 9 81 和 +Tu + \ +u+ , Pu I K H 9 82 ;

( � ) +Tu + [ +u+ , Pu I K H 9 82 和 +Tu + \ +u+ , Pu I K H 9 81 .

2  引理及预备知识
令 E = { x I C

2
[ 0, 1] : x ( 0) = x (1) = xd(0) = xd( 1) = 0} . 在 E 中定义范数

+x + 2 = +xd + = max
t I [ 0, 1]

+xd( t) +   Px I E ,

则( E , + # +2) 是 Banach空间,且容易验证 +x + [ +x '+ [ +xd +, Px I E.

设 d1 , d2 为多项式 P( x ) = x
2
+ Bx - A的 2个根, 即

d1 =
- B- B2

+ 4A
2

, d2 =
- B+ B2

+ 4A
2

,

由参数满足的条件可得- P2
< d1 [ d2 . 令 G i ( t, s) ( i = 1, 2) 是齐次线性问题- ud( t) + d iu( t ) = 0(0 [

t [ 1) 在边界条件 u(0) = u(1) = 0下的 Green 函数. 记 ai = | d i | ,则 G i ( t , s) 有如下精确表达式[ 6]
:

G i ( t, s) =

1
ai sin ai

sin a itsin ai (1 - s)   0 [ t [ s [ 1

sin a is sin ai ( 1- t)   0 [ s [ t [ 1
  d i > 0;

t( 1- s)   0 [ t [ s [ 1

s(1 - t)   0 [ s [ t [ 1
  d i = 0;

1
ai sinh ai

sinh ait sinh ai (1 - s)   0 [ t [ s [ 1

sinh ais sinh a i (1- t)   0 [ s [ t [ 1
  - P2

< d i < 0.

显然有 G i ( t, s) > 0, P t, s I (0, 1) ,且 G i ( t, s) = G i ( s, t) ( i = 1, 2) .

由此还可以看出, BVP( 1) 在 C
4
(0, 1) 中有解当且仅当积分方程

u( t) = KQ
1

0Q
1

0
G1( t , S) G2(S, s) U( s)dsdS  t I ( 0, 1)

在 C
2
(0, 1) 中有解.

为了证明主要结论, 需要下列记号和引理,记:

qi ( t) =

sin2
ai

a
2
i

min{ t, 1 - t}   - P2
< d i < -

1
4
P2
,

min{ t, 1 - t}   -
1
4
P2 [ d i [ 0,

1
sinh a i

min{ sinh a it , sinh a i (1 - t) }   d i > 0;

H i ( t) =

a i

sin a i
t (1 - t)   - P2

< d i < -
1
4
P2
,

sin a itsin ai (1 - t)
ai sin ai

  -
1
4
P

2 [ d i < 0,

t(1 - t)   d i = 0,

sinh ai tsinh a i (1- t)
ai sinh ai

  d i > 0;

M1 = max
0 [ t [ 1 Q

1

0
G1( t , S)Q

1

0
G2( S, s) U( s) dsdS;

M 2 = m ax
0 [ t[ 1 Q

1

0
G2 ( t, s) U( s)ds; m = max

0 [ t [ 1 Q
1- D

D
G 2( t, s) U( s) ds.

引理 1[ 6]  qi ( t )H i ( s) [ G i ( t, s) [ H i ( s) , 0 [ t, s [ 1.

令

P = { u I E : u( t) \ q1( t) +u+ , - ud( t) \ q3( t ) +u+ 2 , 0 [ t [ 1} ,

其中 q3( t) = min{ q1( t ) , q2( t) } ,易证 P是E中的一个锥.对 Pu I p \ { H} , 0 [ t [ 1,有u( t) \q1( t ) +u+ ,

- ud( t) \ q3( t ) +u+2 .此外,再由
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u( t) = Q
1

0
J ( t , s) ud( s) ds, J ( t, s) =

t (1 - s)   0 [ t [ s [ 1,

s(1 - t)   0 [ s [ t [ 1,

可知 u( t ) \Q
1

0
J ( t, s) q3( s)ds +u+ 2 , 0 [ t [ 1.因此可得

+u+ \ +u +2 max
0 [ t [ 1 Q

1

0
J ( t , s) q3( s) ds \ +u +2Q

1

0
J (

1
2
, s) q3( s)ds.

取 r0 = Q
1

0
J (

1
2
, s) q3( s) ds > 0,则有 +u + \ r0 +u +2 . 因而对 Pu I P\ { H} , 0 [ t [ 1,有

r0 q1 ( t) +u +2 [ u( t) [ +u +2 , - +u +2 [ ud( t ) [ - q3( t ) +u +2 . (2)

根据(2) 式可知, 假设 BVP(1) 存在解 u I P\ {H} , 则 u是 BVP(1) 的正解.

文中通篇采用以下假设:

(H 1) A< 0, B< 0不同时发生;

(H 2) U I C( (0, 1) , R
+
) 且 0 < Q

1

0
U( s)ds < + ] ;

(H 3) f ( t , u, v) = g( t, u) + h( t , v) , 其中 g( t, u) : [ 0, 1] @ ( 0, + ] ) y R
+ 连续且关于第 2个变元非

增, h( t , v) : [ 0, 1] @ (- ] , 0) y R
+
连续且关于第 2个变元非减.此外,对任意的常数 r > 0,

0 < Q
1

0
U( s) g( s, rq1 ( s) )ds < + ] , 0 < Q

1

0
U( s) h( s, - rq 3( s) )ds < + ] .

现对 PR > r > 0,定义积分算子 T : �P r , R y E 为

( Tu) ( t) = KQ
1

0Q
1

0
G1( t , S) G2(S, s) U( s) f ( s, u( s) , ud( s) )dsdS  t I [ 0, 1] ,

其中 P r, R = { u I P: r < +u +2 < R} .

引理 2  假设( H 1 ) 至( H 3 ) 成立, 则 T: �P r , R y P 是全连续算子.

证明  首先需要证明T : �P r, R y E有定义且T (�P r , R ) < P.事实上, Pu I P\ { H} , 0 [ t [ 1,由(2) 式知

r0 q1 ( t) +u +2 [ u( t) [ +u +2 , - +u +2 [ ud( t ) [ - q3( t ) +u +2 .

再根据条件(H 3) 可得

KQ
1

0Q
1

0
G1 ( t, S) G2 (S, s) U( s) f ( s, u( s) , ud( s) )dsdS [ KQ

1

0
H 1( S)Q

1

0
H 2( s) U( s) ( g( s, u( s) ) +

h( s, ud( s) ) )dsdS [ K(Q
1

0
H 1( S)Q

1

0
H 2 ( s) U( s) g( s, r0rq 1( s) ) dsdS+

Q
1

0
H 1 (S)Q

1

0
H 2 ( s) U( s) h( s, - rq 3( s) ) dsdS) < + ] .

即 Tu 是有定义的.再对 Pu I P\ { H} , 0 [ t [ 1,由引理 1知

( Tu) ( t) \Kq 1( t )Q
1

0
H 1( S)Q

1

0
G2 (S, s) U( s) f ( s, u( s) , ud( s) ) dsdS \

q1( t)Kmax
0 [ t [ 1 Q

1

0
G1( t, S) G2(S, s)U( s) f ( s, u( s) , ud( s) )dsdS\

q1( t) +Tu +.

条件(H 1) 保证了- P2
< d1 [ 0, 则

+Tu + 2 = m ax
0 [ t[ 1

[- ( Tu )d( t) ] = max
0 [ t [ 1

[- d1( Tu ) ( t ) + KQ
1

0
G2 ( t, s) U( s) f ( s, u( s) , ud( s) )ds] [

- d1 +Tu + + Km ax
0 [ t[ 1 Q

1

0
G2( t , s) U( s) f ( s, u( s) , ud( s) ) ds.

从而有

- (Tu)d( t) = - d 1( Tu) ( t) + KQ
1

0
G2( t , s) U( s) f ( s, u( s) , ud( s) )ds \- d1q1( t) +Tu + +

q2( t )KQ
1

0
H 2( s) U( s) f ( s, u( s) , ud( s) )ds \ q3( t) (- d1 +Tu +) +
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q3( t )Kmax
0 [ t [ 1 Q

1

0
G2 ( t, s) U( s) f ( s, u( s) , ud( s) )ds \ q3 ( t) (- d1 +Tu + +

Kmax
0 [ t [ 1 Q

1

0
G2 ( t, s) U( s) f ( s, u( s) , ud( s) )ds) \ q3 ( t) +Tu + 2 .

由此可知 T (�P r, R ) < P .

下证 T : �P r, R y P 是全连续的.先说明 T 是紧的,设 B 是�P r, R 中的有界集,则对任意的 u I B,有 u I

P, r [ +u +2 [ R. 因此由(2) 式可得,对 Ps I [ 0, 1] ,有

r0rq 1( s) [ u( s) [ R, - R [ ud( s) [ - q3 ( s) r .

容易验证T( B) 是一致有界的.为了证明T (B )是相对紧的,只需证明{ ( Tu )d( t) : u I B} 是等度连续的.由

G i ( t, s) 在[ 0, 1] @ [ 0, 1] 上的连续性知,对任意的E> 0,存在 D> 0,当 s I [ 0, 1] , t1 , t2 I [ 0, 1] 且 | t 1 -

t2 | < D时,有 | G i ( t1 , s) - G i ( t2 , s) | < E.再由条件(H 3) 可知, 对 Pu I B, P t1 , t2 I [ 0, 1] 且 | t 1 - t2 | <

D时, 有

| ( Tu ) ( t 1) - ( Tu ) ( t 2) | [ KQ
1

0
| G1( t 1 , S) - G1( t 2 , S) | Q

1

0
G2(S, s) U( s) f ( s, u( s) , ud( s) )dsdS [

KQ
1

0
| G1( t 1 , S) - G1( t2 , S) | Q

1

0
G2( S, s) U( s) ( g( s, u) + h( s, ud) )dsdS [

KE(Q
1

0
H 2( s) U( s) g( s, r 0rq1 ( s) )ds + Q

1

0
H 2( s) U( s) h( s, - rq 3( s) )ds) ,

从而有

| (Tu)d(t1) - ( Tu)d( t2) | [ - d1 | ( Tu) (t1) - ( Tu) (t2) |+ KQ
1

0
| G2(t1 , s) - G2( t2 , s) | U(s) f ( s, u( s), ud(s))ds [

q- d1 | ( Tu) ( t1) - ( Tu) ( t2) | + KQ
1

0
| G2 ( t1 , s) - G2 ( t2 , s) | U( s) ( g( s, u) + h( s, ud) )ds [

- d1 | ( Tu) ( t1) - ( Tu) ( t2) | + KE(Q
1

0
U( s) g ( s, r0 rq 1( s) )ds + Q

1

0
U( s) h( s, - rq3 ( s) )ds)

< - d1KE(Q
1

0
H 2( s) U( s) g( s, r0 rq 1( s) )ds +Q

1

0
H 2( s) U( s) h( s, - rq3 ( s) )ds) +

KE(Q
1

0
H 2( s) U( s) g( s, r 0rq 1( s) ) ds + Q

1

0
H 2( s) U( s) h( s, - rq 3( s) )ds) .

故{ ( Tu )d( t) : u I B} 是等度连续的,因此T : �P r , R y P是紧的. 再说明T 是连续的.取um , u0 I �P r, R 且 +um

- u0 + 2 y 0, 则 +um - u0 + y 0, +udm- ud0 + y 0, 即m y ] 时, 有{ um ( t) } 和{ udm( t) } 在 t I [ 0, 1] 上

分别一致收敛于 u0( t) 和 ud0( t) . 对任意的 t I [ 0, 1] ,由 f 的连续性可知,

| f ( t , um( t) , umd( t ) ) - f ( t, u0( t) , u0d( t ) ) | y 0.

再由 Lebesg ue控制收敛定理和条件(H 1) ,可知

+Tum - Tu0 + [ KQ
1

0
H 1( S)Q

1

0
H 2( s) U( s) | f ( t, um ( t) , umd( t) ) -

f ( t, u0( t) , u0d( t ) ) | dsdS y 0   m y ] ,

+Tu m - Tu 0 +2 [ - d1 +Tu m - Tu 0 + + KQ
1

0
H 2 ( s) U( s) | f ( t, um ( t ) , umd( t) ) -

f ( t, u0( t) , u0d( t ) ) | ds y 0   m y ] .

综上可知, T : �P r , R y P 是全连续算子.证毕.

3  主要结果

定理1  假设(H 1 ) 至( H 3) 成立.若还有如下条件成立, 则对任意的 KI (
1

mg ]
, [ (- d1M 1+ M2 ) ( g

0
+

h
0
) ]

- 1
) , BV P(1) 至少存在 1个正解:

(H 4) 0 [ g
0
= lim sup

x y 0
+

sup
t I [ 0, 1]

g( t, x )
x

< + ] , 0 [ h
0
= lim sup

- y y 0
+

sup
tI [ 0, 1]

h( t, y)
y

< + ] ;
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(H 5) 0 < g ] = lim inf
x y+ ]

inf
tI [ 0, 1]

g( t , x )
x

< + ] .

证明  假设 K满足定理 1中要求.取 E0 > 0使得 g ] - E0 > 0, 且

1
m(g ] - E0 )

[ K[ 1
(- d1M1 + M2) ( g

0
+ h

0
+ 2E0)

.

由条件(H 4) 知,存在 r > 0使得

g( t, x ) [ ( g
0
+ E0) x   0 < x [ r, t I (0, 1) , (3)

h( t , y ) [ - ( h
0
+ E0) y   0 < - y [ r, t I (0, 1) . (4)

取 P r = { u I P : +u+2 < r } ,则对 Pu I 9P r ,由(3) , (4) 式可知,

+Tu + = Km ax
0 [ t[ 1 Q

1

0
G1( t , S)Q

1

0
G2( S, s) U( s) f ( s, u( s) , ud( s) )dsdS [

Km ax
0 [ t[ 1 Q

1

0
G1( t , S)Q

1

0
G2( S, s) U( s) [ g( s, u( s) ) +

h( s, ud( s) ) ] dsdS [ KM 1( g
0
+ h

0
+ 2E0) r.

+Tu + 2 = m ax
0 [ t[ 1

[- d1 ( Tu) ( t) + KQ
1

0
G2( t , s) U( s) f ( s, u( s) , ud( s) ) ds] [ - d1 +Tu + +

Km ax
0 [ t[ 1 Q

1

0
G2( t , s) U( s) [ g( s, u( s) ) + h( s, ud( s) ) ] ds [

K(- d1M1 + M2) ( g
0
+ h

0
+ 2E0 ) r [ r = +u+ 2 .

因此,

+Tu +2 [ +u+ 2   Pu I 9P r . (5)

另一方面, 由条件(H 5 ) 可知, 存在 R
*
> 0,使得

g ( t, x ) \ ( g ] - E0 ) x   x \ R
*
, t I [ 0, 1] .

取 R = min{ r- 1
0 R

*
, R

*
} , 则当 u I P 且 +u +2 = R 时,

+Tu +2 = max
0 [ t [ 1

[- d1( Tu) ( t) + KQ
1

0
G2 ( t, s) U( s) f ( s, u( s) , ud( s) ) ds] \

Kmax
0 [ t [ 1 Q

1

0
G2 ( t, s) U( s) g( s, u( s) ) ds \

Km(g ] - E0 ) R \ R = +u+2 .

因而,

+Tu + 2 \ +u +2   Pu I 9P R . (6)

根据(5) , (6) 式并应用定理 1可知,算子 T 在�P r, R 中有不动点,即 BV P(1) 至少存在 1个正解.证毕.

类似的,还可以证明如下结论:

定理2  假设(H 1 ) 至( H 3) 成立.若还有如下条件成立, 则对任意的 KI (
1

mg 0
, [ (- d1M 1+ M2 ) ( g

]
+

h
]
) ]

- 1
) , BV P(1) 至少存在 1个正解:

(H 6) 0 [ g
]
= lim sup

x y+ ]
sup

t I [ 0, 1]

g( t, x )
x

< + ] , 0 [ h
]
= lim sup

- y y+ ]
sup

tI [ 0, 1]

h( t, y)
- y

< + ] ;

(H 7) 0 < g0 = lim inf
x y 0

inf
tI [ 0, 1]

g( t , x )
x

< + ] .
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