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不等式约束线性模型的参数估计及影响
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摘  要:引用不等式约束问题分析处理的思想和对约束线性模型的协方差扰动影响分析的相关结论, 利用分块矩阵求

逆和非线性规划的方法,得出不等式约束线性模型在满足特殊情况时的最小二乘估计 B̂n, 接着给出了扰动模型参数的最小

二乘估计 B̂n (gn) .
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1  问题的提出
在回归分析中, 对影响点的判断是回归问题重要的一环,对于无约束问题, 相关结论已经很多,但对于

含不等式约束问题的回归问题,这方面的结论不多 [ 1] .

对于有约束回归问题的主要困难在于不等式约束,它使得无法得到 B̂的解析表达式,从而难以作进一

步的统计分析. 近几年,数学规划的方法被应用到统计中[ 2]
, 得到了很多的重要结论.文中主要研究有约束

的如下线性模型:

yi = x
T
i B0 + ei   i = 1, 2, 3, ,, n,

A
T
i B [ bj   j = 1, 2, ,, m.

(1)

该模型可以转化为非线性规划问题:

min E
n

i= 1
( y i - x

T
i B)

2
,

s. t .  A
T
j B [ bj .

(2)

其中: j = 1, 2, ,, m; B为未知参数; { (xn , y n), i= 1, 2, ,, n} 是一组观测数据; B0 是B的未知真实值; ei ~ N(0,

R2
) ( i = 1, 2, 3, ,, n) 是相互独立的随机误差.通过非线性规划和矩阵求逆的方法对问题(2) 进行处理[ 3]

.

2  记号和假设
问题( 2) 是一个数学规划问题,分别用 Fn( B) , S, B̂n 和 K̂n = ( K̂n1 , K̂n2 , ,, K̂nm ) 表示其中的目标函数、可

行解集合、最优解以及与之相联系的拉格朗日乘子,定义 v̂n =
B̂n

K̂n

, Y = ( y1 ,y n)
T
, e = ( e1 ,en)

T
, X =

(x1 ,xn)
T
, A = (A1 ,An)

T
, b = ( b1 ,bn)

T
,则问题(1) 和(2) 可写成如下的矩阵形式:

Y= XB0 + e,
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min( Y- XB) T
(Y- XB) ,

s. t .  AB [ b.

为了保证问题( 2) 的解的正则性以及避免复杂的计算,作出如下假设:

(A1) 当 n足够大时, kn = E
n

i = 1

x ix
T
i = X

T
X是一个正定矩阵,且 n

- 1
kn收敛到某一正定矩阵.

(A2) 行向量 Aj ( j = 1, ,, m) 是线性无关的.

(A3) B0 是如下问题的唯一解,K= 0是唯一的相应的拉格朗日乘子
[ 4]

,其中 j = 1, 2, ,, m:

min E
n

i= 1

( x
T
i B- x

T
i B0)

2
,

s. t.  A
T
j B [ bj .

3  B̂n 和 B̂n( gn) 的估计
首先要求出 B̂n 和 K̂n的表达式, 然后在求出对模型施加扰动后的 B̂n(gn) 和 K̂n( gn ) .

由非线性规划可知, B̂n , K̂n 必须满足如下方程 [ 5]
:

knB+ E
k

l = 1
Kj lA j l = E

n

i= 1
x iy i ,

Aj lB= bj l   l = 1, 2, ,, k.

令 D = (Aj1 ,Aj k ) ,Mn =
kn D

T

D 0
, b = ( bj 1 ,bj k )

T
,则由矩阵求逆公式可得

M
- 1
( n) =

Sn (Dk
- 1
n D

T
)
- 1
k

- 1
n D

T

Dk
- 1
n (Dk

- 1
n D

T
)

- 1
- (Dk

- 1
n D

T
)

,

其中 Sn = k
- 1
n [ IP - D

T
(Dk

- 1
n D

T
)
- 1
Dk

- 1
n ] , kn = X

T
X .由此解得

v̂n =
B̂n

K̂n

= M
- 1
( n)

XY

b
.

再由矩阵逆的性质, 设M( n)M
- 1
( n) =

a11 a12

a21 a22

,则有

a11 = E- D
T
(Dk

- 1
n D

T
)

- 1
Dk

- 1
n + D

T
Dk

- 1
n (Dk

- 1
n D

T
)

- 1
= E, (3)

a12 = kn(Dk
- 1
n D

T
)

- 1
k

- 1
n D- D

T
(Dk

- 1
n D

T
)
- 1

= 0, (4)

a21 = Dk
- 1
n - Dk

- 1
n D

T
( Dk

- 1
n D

T
)
- 1
Dk

- 1
n = 0, (5)

a22 = D( Dk
- 1
n D

T
)

- 1
k

- 1
n D = E. (6)

由(3) 至(6) 式可知(Dk
- 1
n D

T
)

- 1
k

- 1
n D = k

- 1
n D

T
(Dk

- 1
n D

T
)
- 1

, 则易得到估计 B̂n 以及 K̂n 的表达式如下:

B̂n = SnXY+ k
- 1
n D

T
(Dk

- 1
n D

T
)

- 1
b = B̂+ k

- 1
n D

T
(Dk

- 1
n D

T
)
- 1

(b- D̂B) .

设

Un = Y- XB̂n = Y- X [ B̂+ k
- 1
n D

T
(Dk

- 1
n D

T
)

- 1
( b- D̂B) ] = Y-

X{ B̂- (X
T
X)

- 1
MB̂n + (X

T
X)

- 1
D

T
[ D(X

T
X)

- 1
D

T
]

- 1
b} .

其中: B̂= (X
T
X)

- 1
XY;M = D

T
[D(X

T
X)

- 1
D

T
]

- 1
D; K̂n = (Dk

- 1
n D

T
)
- 1
Dk nXY- (Dk

- 1
n D

T
)
- 1
b.此时得到 v̂n

的表达式如下:

v̂n =
B̂n

K̂n

=
B̂+ k

- 1
n D

T
( Dk

- 1
n D

T
)

- 1
(b - D̂B)

(Dk
- 1
n D

T
)
- 1
Dk nX Y- (Dk

- 1
n D

T
)
- 1
b

.

接着对线性模型进行扰动来求出 B̂n(gn) 和 K̂n( gn) 的表达式.

下面是对线性模型进行随机模型的扰动后的模型:

Y = XB+ e, y i = x
T
i + ei   i = 1, 2, ,, n,

A
T
j B [ bj   j = 1, 2, ,, m ,

E( e) = 0, D( e) = R2
G

- 1
.

30 吉首大学学报(自然科学版) 第 31 卷



则线性模型的非线性规划的 K- T 方程进一步变为

( X
T
GX)

- 1B+ E
k

i= 1
Kj lAj l = X

T
GX ,

Aj lB= b jl   l = 1, 2, ,, k.

此时得M
- 1
( n) 为

M
- 1
( n) ( G) =

Sn(G) (Dk
- 1
n (G)D

T
)
- 1
k
- 1
n (G)D

T

Dk
- 1
n ( G) (Dk

- 1
n (G)D

T
)

- 1
- ( Dk

- 1
n ( G) D

T
)

,

其中 Sn(G) = k
- 1
n ( G) [ IP - D

T
(Dk

- 1
n (G)D

T
)
- 1
Dk

- 1
n ( G) ] , k

- 1
n (G) = (X

T
GX)

- 1
. 从而得 B̂n( G) = B̂( G) +

k
- 1
n (G)D

T
(Dk

- 1
n (G) D

T
)

- 1
(b- D̂B( G) ) ,其中 B̂(G) = ( X

T
GX)

- 1
XGY表示线性模型无约束时有扰动的参数

估计,而 B̂n(G) 表示有约束时对线性模型施加扰动的参数估计.

设�G= G- I, M= D
T
[ D( X

T
X)

- 1
D

T
]
- 1
D, H = X(X

T
X)

- 1
X

T
.若 I+ H�G和X(X

T
X)

- 1
M(X

T
X)

- 1
X�G( I

+ H�G )
- 1

- I 都可逆, 则 B̂n (G) 和 B̂n有如下的关系式:

B̂n(G) = B̂n + [ (X
T
X)

- 1
M(X

T
X)

- 1
- (X

T
X)

- 1
] X

T
�G( I + H�G)

- 1
{X(X

T
X)

- 1 #

D
T
[ D(X

T
X)

- 1
D

T
]

- 1
D(X

T
X)

- 1
X�G( I + H�G)

- 1
- I}

- 1
Un .

证明略.

接下来求施加扰动后的 K̂n(G) 的表达式.

因为 K̂n = [ D( X
T
X)

- 1
D

T
]
- 1
D

T
( X

T
X)

- 1
XY- [D( X

T
X)

- 1
D

T
]
- 1
b,所以对模型进行扰动后, K̂n 变为

K̂n (G) = K̂n - [ D( X
T
X)

- 1
D

T
]
- 1
D(X

T
X)

- 1
X

T�G( I + H�G)
- 1

{X( X
T
X)

- 1
D

T #

[D(X
T
X)

- 1
D

T
]
- 1
D( X

T
X)

- 1
X�G( I + H�G)

- 1
- I}

- 1
Un .

证明略.

综合以上, 求出了 B̂n和 K̂n 的表达式,还有模型施加扰动后的 B̂n(gn) 和 K̂n(gn) 的表达式.
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Abstract: By using the co rrelated conclusio n o f solv ing inequality co nst rained problem and using the

method of ant-i matrix and nonlinear prog ramm ing, the least square estim at ion of B̂n is derived, and then

the least square est imat io n of B̂n(gn) is also derived by variance disturbance.
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