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关于( �, 1)-临界图与上可嵌入性
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摘 � 要: 设 G 为连通图,且 �( G) = k � 1,若对 G 中任意边 e,有 �( G\ e) = k- 1,则称 G 为(�, k)- 临界图.利用 �- 1-

临界图的上可嵌入性,通过研究 �- 1- 临界图的加重边、点扩张、圈扩张的�- 1- 临界性,得到了新的上可嵌入图, 从而丰富

了上可嵌入图的种类和求法.
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1 � 相关记号与引理
文中考虑的图, 若无指明均指有限无向连通的图, 但可有重边或环.用 V (G) 和E (G) 分别表示图的点

集和边集,设 A � E(G) , G\ A 表示从G 中去掉A 中的所有边后得到的图,若 A 仅有一个元素 e, 用 G\ e表

示G\ A .同时,若K 是G \ A 的一个连通分支,根据K 的边数的奇偶性,称K 为G \ A 的奇边分支或偶边分支.

设T 为图G的一棵生成树,用�( G, T) 表示G\ E (T )的所有奇边分支数,称�( G) = m in
T
�( G, T )为G的Bett i

亏数,这里 m in取遍 G 的所有生成树 T .

曲面指一个连通紧致 2- 维闭流形. 图 G在曲面S 上的 2- 胞腔嵌入是指存在1-1连续映射 h: G � S ,

使得 S \ h( G) 的每个连通分支与开圆盘拓扑同胚.考虑的嵌入均指胞腔嵌入,此时, S\ h(G) 每个连通分支

称为 G在S 上的面. 图G的最大亏格记为�M ( G) [ 1]
,是指最大的整数 k ,使得 G在亏格为 k 的定向曲面S 上

有 2- 胞腔嵌入.由 Euler 公式,易得 �M ( G) � [ �( G)
2

] ,这里 �( G) = | E(G) | - | V(G) | + 1称为图 G的圈

秩数(或 Bet t i数) ;同时,若 G 的最大亏格取到上述等号,则称 G 是上可嵌入的. 关于图的最大亏格及上可

嵌入性,有以下结论成立.

引理 1
[ 2-3] � 设 G为图, 则:

( � ) �M ( G) = �( G) - �( G)
2

;

( � ) G 是上可嵌入的当且仅当�( G) � 1.

因为 �( G) 是一个极易确定的量, 由引理1( � ) ,知道了一个图的 Bet t i亏数, 等价于知道了这个图的最

大亏格,反之亦然.因此, 确定图的Bett i亏数是确定最大亏格的关键.文献[ 3] 首次引入(�, k)- 临界图的定

义: 设 G为图且�( G) = k � 1,若G为 2- 边连通的,且对G的任意边 e,有 �( G\ e) = k- 1,则称G为( �, k)-

临界图.并且得到如下结论成立.

引理 2
[ 4] � 设 G为一个图, 则:
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( � ) 若 G 为�- 1- 临界图,则 G 是上可嵌入的;

( � ) 若 G 为 2- 边连通图,且对 G 中的任意边 e,有 �( G\ e) = 0, 则 G为 �- 1- 临界图;

( � ) 若 G 为 4- 边连通图且�( G) 为奇数,则 G为�- 1- 临界图;

( � ) 若 G 拓扑同胚于H , H 为�- 1- 临界图,则 G 为�- 1- 临界图;

( � ) 设 G是在图H 中加入偶数个关联某点的环后所得到的图,若 H 为�- 1- 临界图, 则G 为�- 1-

临界图;

( � ) 设 G是在图H 通过一个关于T- 型扩张运算后所得到的图,若H 为�- 1- 临界图, 则G为�- 1-

临界图.

笔者在文献[ 3]的基础上对图的�- 1- 临界性作了进一步研究, 主要对点扩张、圈扩张等的�- 1- 临界

性进行了探讨, 得到了新的上可嵌入图.

2 � 主要结果及其证明
定理 1 � 设 H 为�- 1- 临界图, G是在H 中的任意2点{ v 1 , v 2} 加上两重边 e1 , e2 后所得到的图,则 G

是 �- 1- 临界的.

证明 � 因为 H 是 2- 边连通的,且 �(H ) 为奇数,不难验证G 也是 2- 边连通的,且 �( G) 为奇数.由引

理2( � ) ,只需证对 G中的任意边e, �( G\ e) = 0. 若 e �{ e1 , e2} : 因为H 为�- 1- 临界图, 所以存在H \ e的

生成树T e, 使得�(H \ e, T e) = 0,取G\ e的生成树T = T e ,不难看出( G\ e) \ E(T ) 中无奇边分支,即 �( G\ e,

T) = 0, 因此 �( G \ e) = 0.若 e � { e 1 , e2} :根据对称性, 不妨设 e = e 1 ,记 H 与 v 1 关联的任意一边为 h,则

有 H \ h的生成树 T h , 使得 �(H \ h, T h) = 0,即(H \ h) \ E(T h) 中无奇边分支,现取G \ e的生成树T = T h ,

易知( G\ e) \ E(T ) 中无奇边分支,即 �( G\ e) = 0. 定理 1证毕.

设 H 为一个图, H 的一次点扩张是指, 剖分 H 的任意 2k+ 1( k �1) 条边 e1 , e2 , �, e2k+ 1(不必相异) ,

即在 e1 , e2 , �, e2 k+ 1 上插入新顶点 v 1 , v 2 , �, v 2k+ 1 ,然后加 1个与它们不同的新顶点 u,并连边 uv i (1 � i �

2k+ 1) .特别,当 k = 1时, 就是文献[ 3] 中的 T- 型扩张.

定理 2 � 设 H 为�- 1- 临界图,若 G 是由H 通过点扩张而得到的图, 则 G是 �- 1- 临界图.

证明 � 不妨设G是由H 经过这样一次点扩张而得到的图:在H 的任意2k+ 1( k � 1) 条边 e1 , e2 , �,

e2k+ 1 上插入 2k+ 1个新顶点 v 1 , v 2 , �, v 2k+ 1 所得到的图为 H�,然后在 H�中加1个新顶点 u,并连边 uv i ( 1

� i � 2k+ 1) , 就得到图 G.显然, H �即为H 剖分所得到的图.由引理 2( � ) , H �是�- 1- 临界图.不难验

证, G 是 2- 边连通的,且 �(H ) 为奇数.因此, 由引理 2( � ) ,只需证对 G中的任意边 e, �( G\ e) = 0.

情况 1 � 若 e �{ uv 1 , uv 2 , �, uv 2k+ 1} .因为 H�是�- 1- 临界的, 所以 �(H �\ e) = 0.设 T e 是H �\ e的

最优生成树,则取 T = T e � { uv 1} ,显然 T 是G \ e的一棵生成树.在( G\ e) \ E(T ) 中只有 2k 条边uv i ( i =

2, 3, �, 2k+ 1) 和公共顶点u不在(H�\ e) \ E (T e ) 中,所以 �( G\ e, T ) � �(H�\ e, T e ) = �(H�\ e) = 0.从而

�( G\ e) = 0.

情况 2 � 若 e � { uv 1 , uv 2 , �, uv 2k+ 1 } .根据对称性,不妨设 e = uv 1 ,记 H�中与 v 2 关联的任意一边为

h. 因为 H�是�- 1- 临界图,所以存在H�\ h的生成树T h , 使得 �(H�\ h, T h) = 0,即( H�\ h) \ E( T h) 中无奇

边分支.现取 G\ e的生成树T = T h � { uv 3} ,显然在( G\ e) \ E( T) 中只有 2k- 1条边uv i ( i = 2, 4, 5, �, 2k

+ 1) 和公共顶点u不在(H �\ h) \ E(T h) 中, 而这 2k- 1条边与 H�\ E(T h) 的唯一的奇分支是连通的(通过

uv 2 相连) .因此, ( G\ e) \ E (T) 无奇边分支,即 �( G \ e) = 0.

定理 2证毕.

设 H 为一个图, H 的一次(偶) 圈扩张是指,剖分 H 的任意 2k( k � 2) 条边 e1 , e2 , �, e2 k(不必相异) ,

即在 e1 , e2 , �, e2 k 上插入新顶点 v 1 , v 2 , �, v 2k , 然后加 1 个与它们不同的新的偶圈 u1u2 �u2ku1 , 并连边

uiv i (1 � i � 2k ) .

定理 3 � 设 H 为�- 1- 临界图,若 G 是由H 通过偶圈扩张而得到的图,则 G 是�- 1- 临界图.

证明 � 设在H 的任意2k( k � 2) 条边 e1 , e2 , �, e2k 上分别插入2k个新顶点 v 1 , v 2 , �, v 2k 得到图H �,

然后加 1个偶圈 u1u2 �u2ku 1 ,连边 u iv i (1 � i � 2k) 得到图 G.显然 H�与H 同胚, 由引理 2( � ) , H�是�
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- 1- 临界图,易知 G是 2- 边连通的, 且 �( G ) 为奇数.下面来证明对 G中的任意边 e, �( G\ e) = 0.

情况 1 � 若 e �{ u iv i , u iv i+ 1 (1 � i � 2k) } .因为 H�是�- 1- 临界的,所以存在 H�\ e的生成树T e,使

得 �(H�\ e, T e) = 0.取 T = T e � { u iv i (1 � i � 2k) } ,显然 T 是G \ e的一棵生成树,且在( G\ e) \ E(T ) 中

只有 1个偶圈 u1u2 �u2ku 1 不在(H�\ e) \ E (T e ) 中, 所以 �( G\ e, T) � �(H�\ e, T e ) = �(H�\ e) = 0. 从而

�( G\ e) = 0.

情况 2 � 若 e � { ui v i (1 � i � 2k) } .根据对称性, 不妨设 e = u1v 1 ,记 H�中与 v 2 关联的任意一边为

h. 同样,有 H�\ h的生成树T h , 使得�(H�\ h, T h) = 0.现取 G\ e的生成树T = T h � { u3 v 3 , u4v 4 , �, u2k v 2k ,

u1u2 , u1 u2k } , 则( G \ e) \ E(T ) 中只有2k- 1条边{ u2v 2 , u2 v 3 , u3v 4 , �, u2k- 1u2k } 不在(H �\ h) \ E( T h) 中,而这

2k- 1条边与 H�\ E (T h) 的唯一的奇分支是连通的(通过 u2 v 2 相连) . 因此, ( G\ e) \ E(T ) 无奇边分支,即

�( G\ e) = 0.

情况 3 � 若 e � { u iu i+ 1(1 � i � 2k) } .根据对称性,不妨设 e = u1 u2 , 记 H�中与 v 2k 关联的任意一边

为 h.同样, 有H �\ h的生成树T h ,使得�(H�\ h, T h) = 0. 现取 G\ e的生成树T = T h � { u1u2k , u1 v 1 , u2v 2 ,

�, u2k- 1v 2k- 1} , 则( G\ e) \ E (T ) 中有 2k - 1条边{ u2 u3 , u3v 4 , �, u2k- 1u2k , u2k v 2k } 不在( H�\ h) \ E( T h) 中,而

这 2k- 1条边与 H�\ E(T h) 的唯一的奇分支是连通的(通过 u2kv 2k 相连) .因此, ( G\ e) \ E(T ) 无奇边分支,

即 �( G\ e) = 0.

定理 3证毕.

因为 n- 圈C n和完全图K 4 都是 �- 1- 临界图, 所以根据定理 2和定理 3得到下面 2类非 4- 边连通的

�- 1- 临界图:

推论1 � 由n- 圈C n经过若干次点扩张和偶圈扩张得到的图是 2- 边连通的�- 1- 临界图, 且是上可嵌

入的.

特别,轮 W 2k+ 1( k � 1) 和广义 Petersen 图 P(2k, 1) ( k � 2) 都是 �- 1- 临界图, 且是上可嵌入的.

推论 2 � 由完全图K 4 经过若干次点扩张和偶圈扩张得到的图是3-边连通的�- 1-临界图,且是上可

嵌入的.
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On (�, 1)-Critical Graphs and Upper Embeddability
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Abstract: Let G be a connected graph w ith �( G)= k�1. If �( G\ e) = k- 1, G is called to be a (�, 1)-crit ical

graph. This paper g ives the upper em beddability of the �- 1- crit ical gr aphs, and show s that extension o f a

vertex and ex tension of a cy cle dose not chang e the �- 1-cirt ical gr aphs. The new upper em beddable

graphs are o btained, enriching the kind and seeking m ethods.
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