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关于酉不变范数的矩阵不等式
*

张丽娟, 任芳国
( 陕西师范大学数学与信息科学学院, 陕西 西安 � 710062)

摘 � 要: 将复数域上的一些常见不等式推广到方阵Mn 上, 并利用奇异值分解理论和酉不变范数的性质得到了一些关

于矩阵不等式的结论.
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矩阵的范数是矩阵的一个重要数值特征, 在矩阵计算、优化领域、最佳逼近问题以及扰动理论中有重

要的应用 [ 1- 4]
. 笔者将复数域上的常见不等式 | z - Re z | � | z - x | , | Re z | � | z | ( �x � R, z � C) 推

广到方阵上Mn , 并利用奇异值分解理论与酉不变范数的性质证明了一些矩阵不等式.

1 � 相关定义与引理
定义 1 � 设 � | �| �为一个矩阵范数, 且满足 � | �| �H � � | �| �, 则称矩阵范数 � |�| �为一

个自伴范数.

定义 2 � 设 A为M n 上的任意一个矩阵, U, V � Mn 为任意的酉矩阵, 若满足 �UAV� = �A� , 则称

� � �为酉不变范数.

引理 1[ 5]
(奇异值分解定理) � 设 A � Mm, n , 且 rank( A) = k, q = min{ m, n} , 则存在 m 阶酉矩阵P和

n 阶酉矩阵Q,使得 A = P
� 0

0 0
Q

H
, � = diag(�1 , �2 , �, �k ) , �i是A 的奇异值且 �1 � �2 � � � �k > 0.

P(Q) 的列向量是 AA
H

(A
H
A) 的对应于特征值 �1( AAH

) � �2 (AA
H

) � � � �n (AA
H

) 的标准正交特征

向量.

引理 2 [ 5]
(Couran-t Fischer) � 设A � Mn 是具有特征值�1 � �2 � � � �n 的 H erm ite 矩阵, k 是给定

的整数, 1 � k � n, 那么 min
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引理 3[ 5] � 设 A � Mm, n , q = min{ m, n} , 设 �1 � �2 � � ��q �0 是 A的有序奇异值, 又设 k 是适合

1 � k � q 的某个整数, 则 min
�
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引理 4[ 5] � 设 A � Mm, n , q = min{ m, n} , 并且定义 �A � Mm+ n 为 �A =
0 A

A
H

0
� Mm+ n , 设 �1 , �2 , �,

�q 是非负实数, 则 A 的奇异值是�1 , �2 , �, �q 当且仅当�A 的m + n个特征值为�1 , �2 , �, �q , - �1 , - �2 , �,

- �q 和 | m - n | 个 0.

引理 5 [ 5]
(Weyl) � 设A, B � Mn 是H erm ite 矩阵, 且A, B和A+ B的诸特征值按递增顺序排列, 那么,

对于使得 j , k � [ 1, n] 且 j + k � n+ 1的每对整数 j , k , 有 �j+ k- n( A+ B) ��j (A) + �k (B) , 而对于使得 j ,

k � [ 1, n] 且 j + k � n + 1 的每对整数 j , k, 有 �j+ k- 1(A + B) ��j ( A) + �k (B) .

引理 6
[ 5] � 设 A � Mm, n 是具有奇异值分解A = V1 �(A) W

H
1 和B = V2 �(B)W

H
2 的某 2个矩阵, V1 , V2

� Mm 和W1 , W2 � Mn 是酉矩阵, 而 �(A) 和 �(B)的�对角元�都按递增顺序排列, 则 �A- B� � � �(A)

- �(B) �对Mm, n 上的每个酉不变范数 � � �成立.

引理 7[ 5] � 设 A, B � Mm, n 是分别具有奇异值�1 (A) � �2(A) � � ��q( A) �0 和�1 (B) � �2(B) �

� � �q (B) � 0 的某 2个矩阵, 其中 q = min{ m, n} . 要使 �A� � �B�对Mm, n 上的每个酉不变范数成

立, 其充分条件为对所有 i = 1, 2, �, q 有�i (A) � �i (B) ; 其充要条件为 �1(A) � �1(B) , �1(A) + �2 (A) �
�1(B) + �2(B) , �, �1(A) + �2(A) + �+ �1(A) � �1 (B) + �2 (B) + �+ �q (B) .

2 � 定理及证明
定理 1 � 设 A是n 阶方阵, 当 � � �为酉不变范数, 则不等式

�A-
1
2

(A + A
H

) � � �A - H � ( 1)

对所有的 H ermite 矩阵 H 都成立.

证明 � 设 A � Mn , 且 H为任意的H ermite 矩阵, 有 A-
1
2

(A+ A
H

) =
1
2

(A- H) +
1
2

(H - A
H

) . 当

给定的 � � �为自伴范数时, 显然有 �A -
1
2

(A+ A
H

) � = � 1
2

(A- H) +
1
2

( H- A
H

) � � 1
2
�A-

H� +
1
2
�(H - A)

H � = �A- H� ; 当给定的 � � �为酉不变范数时, 不妨设A- H = U�WH 为 A-

H的奇异值分解, 则(A- H)
H

= W�U
H

, 从而 �(H - A)
H � = �U�WH � = � �� = �W�UH � = �A

- H �, 因此

�A-
1
2

(A + A
H

) � = � 1
2

( A- H) +
1
2

(H - A
H

) � � 1
2
�A- H� +

1
2
�(H - A)

H � = �A - H �.

综上可得, 定理得证.

注 1 � 当( A- H) = c( H- A)
H

, c � 0时, 则 �A-
1
2

(A + A
H

) � = �A- H �.

推论 1 � 对所有 A � Mn 和所有酉不变范数或自伴范数 � � � 都有不等式 � A+ A
H

2
� � �A�

成立.

定理 2 � 设 A � Mn 为给定的矩阵, �1 � �2 � � � �n � 为 1
2

(A+ A
H

) 的有序特征值, 又设 �1 � �2

� � � �n � 0 为 A 的有序奇异值, 则 �n- k+ 1 [
1
2

(A + A
H

) ] � �k (A) , k = 1, 2, �, n.

证明 � 由引理 2可知 �n- k+ 1 [
1
2

(A+ A
H

) ] = min
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; 另一方面由引理 3

可知 �k (A) = min
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. 令 y =

x
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, 则 �y�2 = � y , y� = y
H
y = 1, 从而
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1
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(A+
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) ] � �k (A) , k = 1, 2, �, n.

定理 3 � 设A, B � Mm, n , q = min{ m, n} , 令A的有序奇异值是�1(A) � �2(A) � ���1(A) �0, 同理 B

和A+ B也有类似的有序奇异值. �A, �B与 �A+ �B � Mm+ n 为引理4中所定义的 Hermite矩阵, 其中诸奇异值按递

减顺序排列,而诸特征值按递增顺序排列, 则有: (�)�k (A) = Km+ n- k+ 1( �A) , k = 1, 2, , , q; ( �) Ri+ j- 1(A+ B) [

Ri (A) + Rj (B), i, j I [ 1, q] 且 i + j [ q+ 1.

证明  (�) 若A的有序奇异值为R1(A) \ R2(A) \ , \ Rq(A) \ 0, 则由引理4知 �A的( m+ n) 个有序特

征值为- R1(A) [ - R2(A) [ , [ - Rq (A) [ 0 [ , [ 0 [ Rq (A) [ , [ R2(A) [ R1 (A) , 其中 0的个数为

| m - n | . 显然对 k = 1,2, , , q, 有 Rk (A) = Km+ n- k+ 1( �A) , 同理 Rk (B) = Km+ n- k+ 1( �B) , Rk (A+ B) = Km+ n- k+ 1( �A+

�B) .

(�) 由于 �A, �B 与 �A+ �B I Mm+ n 为H ermite矩阵, 且当 i, j I [ 1, q] 和 i+ j [ q+ 1时, 有m + n- i+ 1+

m + n- j + 1 \ m + n+ ( m + n- i - j + 1) + 1 \ m + n+ 1. 从而由(�) 的结论和引理5知, Ri+ j- 1 (A+ B) =

Km+ n- ( i+ j- 1)+ 1 ( �A+ �B) = K( m+ n- i+ 1)+ ( m+ n- j+ 1)- ( m+ n) ( �A+ �B) [ Km+ n- i+ 1( �A) + Km+ n- j+ 1( �B) = Ri (A) + Rj (B) . 此定理得证.

定理 4  设 A I Mn 有奇异值分解 A= V2(A)W
H

, 又设 + # + 为Mn 上的酉不变范数, 则 + 2(A) - I +

[ + A- U+ [ + 2(A) + I + 对任何的酉矩阵 U I Mn 成立.

证明  设U为任意的酉矩阵, 显然 2(U) = I , 由引理6知 + 2(A) - I + [ + A- U+ . 对于上界, 由定理

3知,

Ri+ j- 1 [ A+ (- U)] [ Ri (A) + Rj (- U) = Ri (A) + Rj (U) , ( 2)

其中 i, j = 1, 2, , , n, 且 i+ j [ n+ 1. 特别地取j = 1而 i = 1, 2, , , n时, ( 2) 式可化为Ri [ A+ (- U) ] [ Ri (A)

+ R1(U) = Ri (A) + Ri (U) = Ri ( 2(A) + I). 再由引理 7知 + A- U+ [ + 2(A) + I + , 所以对任意的酉矩阵U

I Mn , 有 + 2(A) - I + [ + A- U+ [ + 2(A) + I + 成立.

定理 5  设A I Mn 为给定的秩 k 矩阵, B为任意的一个秩小于 k 的矩阵, 则当 + # + 为酉不变范数时,

+ A- B+ 有最大下界.

证明  设 rank(B) = t, 其中 t = 0, 1, , , k- 1, 由于 rank(A) = k, 可设 A= V2(A)W
H 为A 的奇异值分

解, 其中 V, W为Mn 上的酉矩阵, 2(A) = diag( R1(A) , R2 (A) , , , Rk (A) , 0, , , 0) , 且有 R1(A) \ R2(A) \ , \

Rk (A) > 0. 从而对任意的酉不变范数 + # + 有

+ A- B+ \ + 2(A) - 2(B) + = + diag( R1(A) - R1(B) , R2(A) - R2(B) , , , Rt (A) - Rt (B) , Rt+ 1(A) , , ,

Rk (A) , 0, , , 0) + \ + diag( 0, , , 0, Rt+ 1(A) , , , Rk (A) , 0, , , 0) + \ Rk (A) . ( 3)

其中, ( 3) 式用到了对角矩阵的酉不变范数是单调范数的事实. 另外, 当B = VEW
H 且 rank(B) = k- 1时,

可能取得等号, 其中 E = diag( R1 (A) , R2(A) , , , Rk- 1(A) , 0, , , 0) . 因此, 任意给定的Mn 上的秩k 矩阵A和

任意的一个秩小于 k 的矩阵B , + A - B + 有最大下界 Rk (A) .

3  结语
证明了关于酉不变范数的矩阵不等式的几个结论, 而矩阵的范数有很多种, 且在各学科方面有诸多的

应用, 希望这几个结论对读者起到抛砖引玉的作用.

( 下转第 23页)
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1
a

, 其 l1( x ) = - ( D+ bx + Kx 2 g( x
2
) ) ( 1 + x

2
f ( x

2
) )

- 1
= 0, x 1 与 x 2 分别为方程 l ( x ) = 0 与定理相应条

件下最大的负根与最小的正根.

注 4  文献[ 1 - 2] 中系统均为文献[ 6] 中系统的推广.
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�¶pkac and �. �. �. º½e³ÍÉ, some suff icient condit ions for the uniqueness and stability fo r limit cycles

of such sy stem s are obtained.
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