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一类约束矩阵方程的迭代解法
*

汤 � 赛,周富照
(长沙理工大学数学与计算科学学院, 湖南 长沙 � 410076)

摘 � 要: 对次对称和次反对称矩阵约束下一类矩阵方程的迭代解法进行了讨论,利用次对称矩阵和次反对称矩阵的结

构和性质, 分别构造了迭代算法, 并用矩阵范数的性质和拉直算子证明了迭代算法的有限步收敛性, 从而得到了矩阵方程的

极小范数解和最佳逼近解.
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令 R
m�n
表示所有M, N � R

m �n
实矩阵的集合; KSR

m �n
表示所有 n阶次对称矩阵的集合; AK SR

m�n
表示所

有 n阶次反对称矩阵的集合; tr(A )表示矩阵 A的迹; � � �表示矩阵的 Froben ius范数; vec(� )表示矩阵的

拉直映射, A � B表示矩阵 A与 B的 K ronecker积, vec(A ) = (a
T
1, a

T
2, �, a

T
n )

T
,其中 A = (a1, a2, �, an ) �

R
m �n

, ai � R
m
( i = 1, 2, �, n ); I是 n阶单位矩阵, ei是 I的第 i列 ( i = 1, 2, �, n), Sn = ( en, en- 1, �, e1 ).

笔者主要研究下列问题的迭代解法:

问题 � � 已知 A, B � R
m �n

, S � R
n �n

,求 X � S,使 AX = B.

问题 � � 设问题 �相容, 且其解集合为 SE, X 0 � R
n �n

, 求 X̂ � SE, 使得 �X̂ - X 0� = m in
X � SE

�X - X 0�,

其中 � � �为 Froben ius范数, S为 KSR
n�n
或 AKSR

n�n
.

这类问题的研究情况见文献 [ 1 - 6] .

1� 当 S为 KSR
n�n
时问题 � 的解和问题 �的解

引理 1
[ 3] � 矩阵 X � KSR

n �n
的充要条件是 X

T
= SnXSn.

引理 2
[ 3 ] � 若矩阵 X � R

n�n
,则 X + SnX

T
Sn � KSR

n �n
,且若矩阵 X, Y � KSR

n�n
, �1, �2 � R,则 �1X +

�2 Y � KSR
n �n

, 即KSR
n �n
是 X � R

n �n
的子空间.

构造迭代算法 A:

(� ) 给定 X 1 � KSR
n �n

, 计算 R 1 = B - AX 1, P1 = A
T
R 1, Q 1 =

1

2
(P1 + SnP

T
1Sn ), k �= 1.

(� ) 计算 Xk+ 1 = Xk +
�R k�

2

�Qk�
Qk.

(� )计算 Rk+ 1 = B - AX k+ 1, Pk+ 1 = A
T
Rk+ 1, Qk+ 1 =

1

2
(Pk+ 1 + SnP

T
k+ 1Sn ) -

tr(Pk+1Qk )

�Q k�
2 Qk. 若 Rk+1 = 0,
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或者 Rk+ 1 � 0, Qk+ 1 = 0,则停止;否则 k �= k + 1, 转 (� ).

由迭代算法 A及引理 2显然可知 Q i � KSR
n �n

, X i � KSR
n �n

, i = 1, 2, �.
引理 3� 对迭代算法 A中的 R i, P j, Q i, i, j = 1, 2, �, 有

tr(R
T
i+ 1Rj ) = tr(R

T
i Rj ) -

�R i�
2

�Qi�
2 tr(QiP

T
j ).

证明 � tr(R T
i+ 1Rj ) = tr( (B - AX i+ 1 )

T
Rj ) = tr( (B - A (X i +

�Ri�
2

�Q i�
2Q i ) )

T
Rj ) = tr( (B -

AX i )
T
Rj ) -

�R i�
2

�Q i�
2 tr( (AQ i )

T
Rj ) = tr(R

T
iR j ) -

�R i�
2

�Qi�
2 tr(Q

T
i P j ) =

tr(R
T
i Rj ) -

�R i�
2

�Q i�
2 tr(Q iP

T
j ).

引理 4� 对迭代算法 A中的 R i, Q i, k � 2,有

tr(R
T

i Rj ) = 0, tr(Q
T

iQ j ) = 0� � i, j = 1, 2, �, k; i � j. (1)
证明 � 用数学归纳法.
当 k = 2时,注意到 Q

T

1 = SnQ1Sn,由引理 3及迭代算法 A,知

tr(R
T
2R 1 ) = tr(R

T
1R1 ) -

�R 1�
2

�Q1�
2 tr(Q1P

T
1 ) = �R 1�

2
-
�R 1�

2

�Q1�
2 tr(

Q 1P
T
1 + SnQ

T
1 SnP

T
1

2
) =

�R 1�
2
-
�R 1�

2

�Q1�
2 tr(

Q 1P
T
1 + Q1SnP1Sn

2
) = �R1�

2
-
�R 1�

2

�Q1�
2 tr(Q1 �

(
P1 + SnP

T
1Sn

2
)
T
) = tr(P

T
2Q1 ) -

tr(P
T
2Q1 )

�Q1�
2 tr(Q

T
1Q1 ) = 0,

tr(Q
T
2Q 1 ) = tr( (

P2 + SnP
T
2 Sn

2
-

tr(P
T
2Q 1 )

�Q 1�
2 Q 1 )

T
Q 1 ) = tr( (

P 2 + SnP
T
2Sn

2
)
T
Q1 ) -

tr(P
T
2Q1 )

�Q 1�
2 tr(Q

T
1Q1 ) = tr(

P
T
2Q1 + SnP2SnQ1

2
) - tr(P

T
2Q1 ) =

tr(
P

T
2Q1 + P

T
2SnQ

T
1Sn

2
) - tr(P

T
2Q1 ) = tr(P

T
2Q1 ) - tr(P

T
2Q1 ) = 0.

假设 k = t� 2时, ( 1)式成立. 注意到 tr(Q
T
tQ t- 1 ) = tr(Q tQ

T
t- 1 ) = 0,则由引理 3及迭代算法 A,有

tr(R
T
t+ 1R t ) = tr(R

T
t Rt ) -

�R t�
2

�Q t�
2 tr(Q tP

T
t ) = �R t�

2
-
�Rt�

2

�Q t�
2 tr(

Q tP
T
t + SnQ

T
t SnP

T
t

2
) =

�R t�
2
-
�R t�

2

�Qt�
2 tr(

QtP
T
t + Q tSnP tSn

2
) = �R t�

2
-
�R t�

2

�Qt�
2 tr(Qt �

(
P t + SnP

T
t Sn

2
)
T
) = �R t�

2
-
�R t�

2

�Q t�
2 tr(Q t� Q

T
1 ) = 0,

tr(Q
T
t+ 1Q t ) = tr( (

P t+ 1 + SnP
T
t+ 1Sn

2
-

tr(P
T
t+ 1Qt )

�Q t�
2 Qt )

T
Qt ) = tr(

P
T
t+ 1Q t + SnP t+ 1SnQ t

2
) -

tr(P
T
t+ 1Qt )

�Qt�
2 tr(Q

T
t Qt ) = tr(

P
T
t+ 1Qt + P

T
t+ 1SnQ

T
t Sn

2
) - tr(P

T
t+ 1Q t ) =

tr(P
T
t+ 1�

Qt + SnQ
T
t Sn

2
) - tr(P

T
t+ 1Qt ) = tr(P

T
t+ 1Qt ) - tr(P

T
t+ 1Qt ) = 0.

对 j = 1于, 由引理 3容易得到 tr(R
T
s+ 1R j ) = 0.注意到 j = 2, 3, �, s - 1, tr(R

T
t Rj ) = 0, tr(Q

T
tQ j ) = 0,

则由引理 3及迭代算法 A,有

tr(R
T
t+ 1R j ) = tr(R

T
t Rj ) -

�R t�
2

�Q t�
2 tr(Q tP

T
j ) = -

�R t�
2

�Q t�
2 tr(

Q tP
T
j + SnQ

T
t SnP

T
j

2
) = -

�R t�
2

�Q t�
2 tr(Q t�

(
P j + SnP

T
j Sn

2
)
T
) = -

�R t�
2

�Qt�
2 tr(Qt � (Q j +

tr(P
T
j Q j- 1 )

�Q j- 1�
2 Q j- 1 )

T
) =

-
�R t�

2

�Q t�
2 ( tr(Q

T
t Q j ) +

tr(P
T
j Q j- 1 )

�Q j-1�
2 tr(Q

T
t Q j- 1 ) ) = 0.
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而对于 j = 2, 3, �, s - 1,有

tr(Q
T

t+ 1Q j ) = tr( (
P t+ 1 + SnP

T
t+ 1Sn

2
-

tr(P
T
t+ 1Q t )

�Q t�
2 Q t )

T
Q j ) = tr(

P
T
t+ 1Q j + SnP t+ 1SnQ j

2
) -

tr(P
T
t+ 1Qt )

�Qt�
2 tr(Q

T
tQ j ) = tr(

P
T
t+ 1Q j + SnP t+1SnQ j

2
) -

tr(P
T
t+ 1Qt )

�Qt�
2 tr(Q

T
tQ j ) =

tr(
P

T
t+ 1Q j + P

T
j+ 1SnQ

T
j Sn

2
) = tr(P

T
t+ 1Q j ) = tr(Q jP

T
t+ 1 ).

利用引理 3,注意到 tr(R
T
t+ 1R j ) = 0, tr(R

T
t+ 1R j+ 1 ) = 0,有

tr(Q
T
t+ 1Q j ) = tr(Q jP

T
t+ 1 ) =

�Q j�
2

�R j�
2 ( tr(R

T
jR t+ 1 ) - tr(R

T
j+1R t+ 1 ) ) =

�Q j �
2

�R j�
2 ( tr(R

T
t+ 1R j ) - tr(R

T
t+ 1R j+ 1 ) ) = 0,

即 k = t + 1时, ( 1)式成立.

由数学归纳法知引理 4成立.

引理 5� 设 �X � KSR
n �n
为问题 � 的任一个解, 则

tr( �X - Xk )Q
T
k = �R k�

2 � � k = 1, 2, �. (2)

证明 � 用数学归纳法.

当 k = 1时,注意到 Sn (�X - X k )
T
Sn = �X - Xk,有

tr( �X - X 1 )Q
T
1 = tr( (�X - X 1 ) � (

P1 + SnP
T
1Sn

2
)
T
) = tr(

( �X - X 1 )P
T
1 + Sn ( �X - X 1 )

T
SnP

T
1

2
) =

tr( (�X - X 1 )P
T
1 ) = tr( ( �X - X 1 ) (A

T
R1 )

T
) = tr( (A �X - AX 1 )R

T
1 ) =

tr( (B - AX 1 )R
T
1 ) = tr(R 1R

T
1 ) = �R 1�

2
,

即
tr(�X - X 1 )Q

T
1 = �R1�

2
. (3)

设 k = t时, ( 2) 式成立.由于

tr( �X - X t+ 1 )Q
T
t = tr( ( (�X - X t ) -

�Rt�
2

�Q t�
2Q t )Q

T
t ) = tr(�X - X t )Q

T
t -
�R t�

2

�Qt�
2 tr(QtQ

T
t ) =

�R t�
2
- �R t�

2
= 0,

因此, 由迭代算法 A并注意到 Sn ( �X - X t+ 1 )
T
Sn = �X - X t+ 1,有

tr( (�X - X t+ 1 )Q
T
t+1 ) = tr( (�X - X t+ 1 ) (

P t+ 1 + SnP
T
t+ 1Sn

2
-

tr(P
T
t+ 1Qt )

�Qt�
2 Q t )

T
) = tr( (�X - X t+ 1 )�

P
T
t+ 1 + SnP t+ 1Sn

2
) -

tr(P
T
t+ 1Qt )

�Q t�
2 tr( (�X - X t+ 1 )Q

T
t ) = tr(

(�X - X t+ 1 ) � P
T
t+ 1 + (�X - X t+ 1 )SnP t+ 1Sn

2
) =

tr(
(�X - X t+ 1 )� P

T
t+ 1 + Sn ( �X - X t+ 1 )

T
SnP

T
t+ 1

2
) = tr( ( �X - X t+ 1 )P

T

t+ 1 ).

与 ( 3)式完全类似的证法,有

tr( (�X - X t+ 1 )Q
T
t+ 1 ) = tr( ( �X - X t+ 1 )P

T
t+ 1 ) = �Rt+ 1�

2
.

由数学归纳法知 ( 2)式成立.

利用迭代算法 A及引理 3、引理 4和引理 5可得到如下结论:

定理 1� 设问题�相容,则对任一初始矩阵 X 1 � KSR
n �n

,迭代算法 A经过有限步终止问题�的一个解.

证明 � 若 R i � 0, i = 1, 2, �, mn, 则由引理 4可知 Q i � 0, i = 1, 2, �, mn, tr(R
T
mn+ 1R i ) = 0, i = 1,

2, �, mn,而 tr(R
T
i Rj ) = 0, i, j = 1, 2, �, mn, i � j,所以 R1, R 2, �, Rmn是矩阵空间 R

m �n
的一组正交基,于

是有 Rmn+ 1 = 0,即 Xmn+ 1为问题 � 的一个解.

引理 6
[ 4] � 设相容线性方程组My = b的一个解 y0 � R (M

T
), 则 y0必为此方程组的唯一的极小范

数解.
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引理 7
[ 3] � 矩阵方程 AX = B有次对称解的充要条件是如下矩阵方程组相容:

AX = B,

ASnX
T
Sn = B.

(4)

定理 2� 设问题 � 是相容的,若取初值 X 1 = A
T
H

T
+ SnHASn,H为任意 R

m �n
矩阵,特别地, 取 X 1 =

0 � R
n �n

, 则由迭代算法 A经过有限步终止于问题 � 的唯一的极小范数解.

证明 � 若取 X 1 = A
T
H

T
+ SnHASn, H为任意 R

m �n
矩阵,经过有限步迭代可得到问题 � 的解 X

*
,且

X
*
可表示为 X

*
= A

T
Y
T
+ Sn YASn.

下面证明 X
*
即为问题 � 的极小范数解.

由引理 6可知, X
*
必为方程组 ( 4) 的解,因此要证明 X

*
为问题 � 的极小范数解, 只要证明 X

*
为矩

阵方程组 (4)的极小范数解即可.

记 vec(X
*

) = x
*
, vec(X ) = x, vec( Y

T
) = y1, vec( Y) = y2, vec(B ) = b,则矩阵方程组 (4)等价于

线性方程组

I � A

Sn � (A
T
Sn )

x =
b

b
. (5)

而

x
*

= vec(X
*

) = vec(A
T
Y

T
+ Sn YASn ) = I � A

T
y1 + Sn � (SnA ) y2 = ( I � A

T
, Sn � (SnA ) )

y1

y2
=

I � A

Sn � (A
T
Sn )

T
y1

y2
� R (

I � A

Sn � (A
T
Sn )

T

),

所以有 x
*
是相容线性方程组 (5)的唯一的极小范数解,又因为拉直映射是同构的,所以 X

*
是矩阵方程组

( 4)的唯一的极小范数解,从而也是问题 � 的唯一的极小范数解.

利用迭代算法 A, 若问题 �有解, 则迭代算法 A经过有限步终止于问题 �的一个解.若取特殊的初始

矩阵 X 1 = A
T
H

T
+ SnHASn,H为任意 R

m �n
矩阵,特别地,取 X 1 = 0 � R

n �n
,可迭代得出问题 � 的唯一的

极小范数次对称解.

可假设问题 �中给定的 X 0 � KSR
n �n

,若问题 � 相容,即问题 � 的解集 SE 非空,当 X � SE时,由 AX

= B可得 A (X - X 0 ) = B - AX 0.

令 X̂ = X - X 0, B̂ = B - AX,则问题 �等价于求相容方程

AX̂ = B̂ (6)

的极小范数次对称解 X̂
*
.

利用迭代算法 A,取特殊初始矩阵 X̂ 1 = A
T
H

T
+ SnHASn,H为任意 R

m �n
矩阵, 特别地,取 X̂ 1 = 0 �

R
n �n

,可得矩阵方程 ( 6)的唯一的极小范数次对称解 X̂
*
, 从而得问题 �的解 X̂ = X̂

*
+ X 0.

2� S为 AKSR
n �n
时问题 �的解和问题 �的解

引理 8
[ 3]
� 矩阵 X � AKSR

n �n
的充要条件是 X

T
= - SnXSn.

引理 9
[ 3] � 若矩阵 X � R

n�n
,则 X - SnX

T
Sn � AKSR

n�n
,且若矩阵X, Y � AKSR

n �n
, �1, �2 � R,则 �1X

+ �2Y � AKSR
n �n

,即 AKSR
n �n
是 X � R

n�n
的子空间.

构造迭代算法 B:

(� ) 给定 Xk � AKSR
n�n

,计算 R 1 = B - AX 1, P1 = A
T
R1, Q1 =

1
2

(P1 - SnP
T
1Sn ), k �= 1.

(� ) 计算 Xk+ 1 = Xk +
�R k�

2

�Qk�
Qk.

(� )计算 Rk+ 1 = B - AX k+ 1, Pk+ 1 = A
T
Rk+ 1, Qk+ 1 =

1

2
(Pk+ 1 - SnP

T
k+ 1Sn ) -

tr(Pk+1Qk )

�Q k�
2 Qk. 若 Rk+1 = 0,

或者 Rk+ 1 � 0, Qk+ 1 = 0,则停止;否则 k �= k + 1, 转 (� ).
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由迭代算法 B及引理 9显然可知, Q i � AKSR
n �n

, X i � AKSR
n �n

, i = 1, 2, �.

与 S为 KSR
n �n
时相类似, 可得到下列结论:

定理 3� 设问题 � 相容,则对任一初始矩阵 X 1 � AKSR
n �n

,迭代算法 B经过有限步终止问题 � 的一

个解.

引理 10� 矩阵方程 AX = B有次反对称解的充要条件是如下矩阵方程组相容:

AX = B,

ASnX
T
Sn = - B.

定理 4� 设问题 � 是相容的,若取初值 X 1 = A
T
H

T
- SnHASn,H为任意 R

m �n
矩阵,特别地, 取 X 1 =

0 � R
n �n

, 则由迭代算法 B经过有限步终止于问题 � 的唯一的极小范数解.

利用迭代算法 B, 取特殊初始矩阵 X̂ 1 = A
T
H

T
- SnHASn,H为任意 R

n �n
矩阵, 特别地, 取 X̂ 1 = 0 �

R
n �n

, 可得与问题 �等价的矩阵方程的唯一的极小范数次反对称解 X̂
*
,从而得问题 �的解 X̂ = X̂

*
+ X 0.

用迭代算法求解矩阵方程虽然有其优点, 但也有很多需要进一步研究的工作,如迭代误差的处理、迭

代速度的分析、迭代算法的改进等.
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IterativeM ethods of a K ind ofConstrainedM atrix Equations

TANG Sa,i ZHOU Fu�zhao
( Co lleg e o fM athem atics and Compu ting Science, ChangshaUn iversity of Science and Technology, Changsha 410076, China)

Abstract: The iterat ive methods of the matrix equa tions constra ined by skew�symm etric matrices and skew �ant i�
symmetricm atrices are stud ied. The iterative methods are constructed and its lim ited convergence is proved by

means of the properties of matrix� s norm and straighten operator and by using their structures and propert ies.

Therefore, the least�norm solution and opt imal approx im ation so lut ion of the matrix equations are ob tained.

Key words: constra ined m atrix equat ion; iterat ive method; least�norm so lut ion; optim al approx imat ion solution;

skew�symmetricmatrix
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