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一类偶数阶中立型非线性微分方程振动性
*

韩振来,韩  猛,李同兴,孙  莹
(济南大学理学院, 山东 济南  250022)

摘  要: 利用 R icca ti变换技术研究了一类偶数阶中立型系数振动的混合非线性时滞微分方程的振动性, 得到了该类方

程所有有界解振动或者收敛于 0的几个新的充分条件.
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1 问题的提出
生物学、工程技术、控制科学等学科的发展,使得微分方程的定性理论研究引起学者的广泛兴趣,振动

性理论作为定性理论的一个重要分支, 成果丰富
[ 1- 12]

. Agarw al R P等
[ 3]
研究了高阶非线性微分方程

( ( x
( n- 1)

( t) )
A
) c+ q ( t )f ( x ( g ( t) ) ) = 0的振动性. 孟凡伟

[ 4]
运用 R iccat i变换技术研究了偶数阶非线性中

立型时滞微分方程 ( r ( t) | (x ( t) + p ( t )x ( t- S) )
( n- 1)

|
A- 1

( x ( t) + p ( t) x ( t- S) )
( n- 1)

)c+ q( t )f ( x ( R( t ) ) )

= 0的振动性,这里 t \ t0, 0 [ p ( t ) < 1.徐志庭
[ 5]
运用 R iccat i变换技术研究了偶数阶时滞微分方程 ( |

( x ( t) )
( n- 1)

|
A- 1

( x ( t) )
( n- 1)

) c+ F ( t, x ( g ( t) ) ) = 0的振动性.韩振来
[ 6]
研究了二阶中立型时滞微分方程

( r ( t) W( x ( t) ) | ( x ( t) + p ( t) x ( t- S) ) c|
A- 1

( x ( t) + p ( t) x ( t- S) )c)c+ q ( t )f ( x ( R( t) ) ) = 0的振动性.

具有混合非线性的微分方程在一些细菌增长模型中有重要应用
[ 7]

.

笔者研究如下形式的高阶中立型系数振动的混合非线性时滞微分方程:

( | ( x ( t ) + p ( t) x ( R( t ) ) )
( n- 1)

|
A- 1

(x ( t) + p ( t) x (R ( t) ) )
( n-1 )

) c+ q0 ( t) | x (S0 ( t) ) |
A- 1

x ( S0 ( t) ) +

q1 ( t) | x (S1 ( t) ) |
B- 1

x (S1 ( t) ) + q2 ( t) | x (S2 ( t) ) |
C- 1

x ( S2 ( t) ) = 0  t \ t0. (1)

这里: qi I C ( [ t0, ] ), R
+
), i = 0, 1, 2; Si ( t ) I C ( [ t0, ] ), R ), Si ( t ) [ t;存在 R ( t) I C ( [ t0, ] ), R ),

R ( t) [ t, lim
ty ]

R ( t) = ] ; 存在 S( t) I C
1
( [ t0, ] ), R ), S( t) [ Si ( t ), i = 0, 1, 2, S( t) [ t, Sc( t ) > 0, l im

ty ]

S( t) = ] ; C> A> B> 0.

孙元功
[ 7]
研究了方程 ( 1)当 p ( t ) = 0, n = 2时的振动性.方程 (1)在形式上具有一般性,因此研究方

程 ( 1)是有意义的.

2 相关引理
引理 1

[ 8]  设 u( t ) I C
n
( [ t0, ] ), R

+
).若 u

( n )
( t)最终常号,对所有充分大的 t,则存在 tx \ t0, 整数

l, 0 [ l [ n, 当 u
( n )

( t) \ 0, n + l为偶数,或者当 u
( n )

( t ) [ 0, n + l为奇数, 使得: (� ) l > 0,推出 u
( k)

( t)

> 0, k = 0, 1, ,, l - 1, t \ tx; ( � ) l [ n - 1,推出 (- 1)
l+k

u
( k)

( t) > 0, k = l, l + 1, ,, n - 1, t \ tx.

引理 2
[ 8]  设函数 u如引理 1,且 u

( n- 1)
( t) u

( n)
( t) [ 0, t \ tx,则对任意的 K, 0 < K < 1,对所有充分

大的 t,有 u( Kt) \ 2
1- n

( n - 1)!
(
1

2
- | K-

1

2
| )

n- 1
t
n- 1

| u
( n- 1)

( t ) |.

引理 3
[ 2, 8]  考虑半线性微分方程
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( a ( t) | xc( t) |
A- 1

xc( t) ) c+ q ( t) | x ( t) |
A- 1

x ( t) = 0, (2)

这里 A> 0, a( t ), q ( t) I C ( [ t0, ] ), R
+
). 则方程 ( 2) 非振动当且仅当存在实数 T \ t0, 函数 v( t) I

C
1
( [ t0, ] ), R ), 使得 vc( t) + Aa

- 1 /A
( t) | v ( t) |

A+ 1
A + q ( t) [ 0, t I [T, ] ).

3 主要结果与证明
文中定义函数 z ( t) = x ( t) + p ( t) x ( R( t ) ), 并假设条件 (H ): p ( t)是振动函数,且 lim

ty ]
p ( t ) = 0.

定理 1 设条件 (H )成立. n是偶数,存在常数 K, 0 < K < 1,使得

lim
ty ]

sup g ( n, K) S
n- 1

( t) { h ( t) + Af ( n, K) Q
]

t
S
n- 2

( s) Sc( s) h
A+ 1
A ( s) ds}

1 /A
> 1.

这里: Q ( t) B=
1

2
A ( q0 ( t ) + ( k1q1 ( t) )

1
k1 ( k2q2 ( t) )

1
k2 ); k1 B=

C- B
C- A

, k2 B=
C- B
A- B

; h( t ) B= Q
]

t
Q ( s) ds; f ( n, K)

B=
K2

2- n

( n - 2)!
(
1
2

- | K-
1
2

| )
n- 2

; g ( n, K) B= 2
1- n

( n - 1)!
(
1
2

- | K-
1
2

| )
n- 1

.那么方程 ( 1)的所有有界解

或者振动或者收敛于 0.

证明  假设方程 ( 1)存在有界非振动解 x ( t).不失一般性,假设存在 t1 \ t0,使 x ( t) > 0, x ( R( t ) ) >

0, x (S( t) ) > 0, t \ t1. 则由方程 ( 1)得到 ( | z
( n- 1)

( t) |
A- 1

z
( n- 1)

( t ) ) c[ 0, t \ t1.进一步假设 lim
ty ]

x ( t) X 0,

由条件 (H )知 lim
ty ]

p ( t) x ( R( t ) ) = 0,则存在 t2 \ t1使 z ( t) = x ( t) + p ( t) x ( R ( t) ) > 0, t \ t2.即 z ( t)最

终为正且有界,故类似文献 [ 5]中定理 2. 1的证明,存在 t3 \ t2, 当 t \ t3时,有

z
( n )

( t) [ 0, ( - 1)
1+ k

z
( k)

( t) > 0  k = 1, 2, ,, n - 1. (3)

特别地, zc( t) > 0, t \ t3.故存在 t4 \ t3,有 x ( t ) = z ( t) - p ( t )x (R ( t) ) \ z ( t)

2
, t\ t4.所以由方程 ( 1)得

( ( z
( n- 1)

( t) )
A
)c+

1

2
Aq0 ( t) z

A
(S( t) ) +

1

2
Bq1 ( t) z

B
( S( t) ) +

1

2
Cq2 ( t) z

C
( S( t) ) [ 0  t \ t5 \ t4. (4)

因为 zc( t) > 0, 所以由引理 2与 (3)式,存在 t6 \ t5, 对任意的 0 < K < 1, 使

zc(KS( t) ) \ 2
2-n

( n - 2)!
(
1

2
- | K-

1

2
| )

n- 2
S
n- 2

( t) z
( n- 1)

(S( t) ) \ f ( n, K)

K
S
n- 2

( t) z
( n- 1)

( t). (5)

对任意的 0 < K< 1,定义函数 X( t ) = (
z
( n- 1)

( t)

z (KS( t ) )
)
A
, t \ t6, 则 X( t ) > 0, t \ t6.对 X( t) 微分得到

Xc( t) =
( ( z

( n- 1)
( t) )

A
) c

z
A
( KS( t) )

- AKSc( t ) ( z
( n- 1 )

( t ) )
A
zc(KS( t ) )

z
A+ 1

( KS( t ) )
.

所以由 ( 4)和 ( 5) 式得到

Xc( t) [ -
1

2
Aq0 ( t ) -

1

2
Bq1 ( t ) z

B-A
( S( t) ) -

1

2
Cq2 ( t) z

C-A
( S( t) ) - Af ( n, K) S

n- 2
( t) Sc( t) X

A+ 1
A ( t).

令 A = k1
1

2
Bq1 ( t) z

B- A
(S( t) ), b = k1

1

2
Cq2 ( t ) z

C- A
(S( t ) ), 由不等式

a

p
+

b

q
\ a

1 /p
a
1 /q

,有

1

2
Bq1 ( t) z

B-A
( S( t) ) +

1

2
Cq2 ( t) z

C-A
( S( t) ) \ ( k1

1

2
Bq1 ( t) z

B-A
( S( t) ) )

1 /k1 ( k2
1

2
Cq1 ( t) z

C- A
( S( t) ) )

1 /k2 =

1

2
A ( k1q1 ( t) )

1 /k1 ( k2q2 ( t) )
1 /k2.

所以可得

Xc( t) [ - Q ( t) - Af ( n, K) S
n- 2

( t) Sc( t) X
A+ 1
A ( t). (6)

对 ( 6)式从 t到 T \ t积分,并令 T y ] ,得到

( z
( n- 1)

( t) )
A \ z

A
(KS( t ) ) { h ( t) + Af ( n, K) Q

]

t
S
n- 2

( s) Sc( s)X
A+ 1
A ( s) ds}. (7)

由 ( 7)式最终有 X( t) \ h ( t),故

z
( n- 1 )

( t)
z (KS( t) )

\ { h ( t) + Af ( n, K) Q
]

t
S
n- 2

( s) Sc( s) h
A+ 1
A ( s) ds}

1 /A
. (8)
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由引理 2与 ( 3)式, 对任意的 0 < K < 1, 最终有 z (KS( t) ) \ g ( n, K) S
n- 1

( t) z
n- 1

( t ). 因此由 (8)式得

1 \ g ( n, K) S
n- 1

( t) { h( t ) + Af ( n, K) Q
]

t
S

n- 2
( s)Sc( s) h

A+ 1
A ( s) ds}

1 /A
.

这与已知条件矛盾.证毕.

定理 2 设条件 (H )成立. n是偶数,若存在常数 K, 0 < K < 1,使得方程

( (
1

f ( n, K)S
n-2

( t) Sc( t)
)
A

| xc( t) |
A- 1

xc( t) ) c+ Q ( t) | x ( t) |
A- 1

x ( t) = 0

振动. 这里 Q ( t), f ( n, K)同定理 1. 那么方程 ( 1)的所有有界解或者振动或者收敛于 0.

证明  假设方程 ( 1)存在有界非振动解 x ( t).不失一般性,假设存在 t1 \ t0,使 x ( t) > 0, x ( R( t ) ) >

0, x ( S( t) ) > 0, t \ t1.则由定理 1的证明,对任意的 0 < K < 1,最终有

Xc( t ) + Q ( t) + A( (
1

f ( n, K)S
n- 2

( t) Sc( t)
)
A
)

-1 /A
X
A+ 1
A ( t) [ 0.

所以根据引理 3,方程

( (
1

f ( n, K)S
n-2

( t) Sc( t)
)
A

| xc( t) |
A- 1

xc( t) ) c+ Q ( t) | x ( t) |
A- 1

x ( t) = 0

非振动.这与已知矛盾.证毕.
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Oscillation of Even Order NeutralNonlinear D ifferential Equation

HAN Zhen-la,i HANM eng, LI Tong-x ing, SUN Y ing

( Schoo l o f Sc iences, Un iversity o f Ji. nan, Ji. nan 250022, Ch ina)

Abstract: Bym eans o fR iccat i transformation techn ique, th is paper establishes some new criteria wh ich guarantee

all bounded solutions e ither osc illate or converge to zero for a class of even order neutra l differentia l equation w ith

m ixed non linearities and osc illating coefficien.t
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