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一种拟Gr�nwald插值算子在 Ba, �空间中的收敛速度
*
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摘 � 要:给出了以第 2类 Chebyshev 多项式的零点为插值结点组的拟 Gr�nwald 插值多项式 G*
n ( f , x )在 Ba,�空间中收敛速度

的估计.
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1 � 相关定义及主要结果
设 B = { Lp 1

, Lp 2
,�, Lp m

, �} ( p m > 1, m = 1, 2, 3, �) 是一列 Lp 空间, a = { a1 , a2, �, am , �} 是一个非负实数列. 如果对于

f ( x ) � �
�

m= 1
Lp

m
,存在一个实数�> 0使 I ( f , a) = �

�

m= 1

am�m �f �m
L

p m
< + � ,那么称 f ( x) � Ba,且定义 � f �Ba = inf{�> 0: I ( f ,

�) � 1} 为 f ( x) 在 Ba 空间中的范数. Ba 空间在上述意义下是完备的[1] .

上述定义中,如果取

B = { Lp , Lp , �, Lp , �} , a = { 1,0, �, 0, �} ,

那么这时

I ( f ,�) = �� f �Lp
,

而

� f � Ba = inf{�> 0: I ( f , 1
�

) =
�f �Lp

�
� 1} = �f � L

p
.

这时Ba 空间就变成了一般的 Lp 距离空间.所以Ba 空间是L p 空间的推广, Ba 空间中的结果自然包含 Lp 空间中的结果.

文中均假定{ am } 满足{ a
1
m
m } � l � ,且 p 0 = inf

m�1
{ p m} > 1.记 q = sup

m�1
{ a

1
m
m } .文中总假定�> 0, C( q, �)表示只与括号中的字母有

关的常数,C表示绝对正常数,在不同处可以不同.讨论中为了方便起见,记 �f �p = �f �Lp
( 1 � p < + � ) ,当 p = + � 时,认为

L � = C.

文中定义加权的 Ba 空间为 Ba,� = { Lp 1,�, L p2 ,�, �, Lp m, �, �} ,其中�( x ) = ( 1- x2 )-
1
2 ,且

� f �p ,� = (�
1

- 1
| f ( x ) | p�( x ) dx)

1
p .

设 f ( x) 为[- 1, 1] 上的连续函数,则以第 2类 Chebyshev多项式 Un ( x ) = Un( cos �) = sin( n+ 1)�
sin�

的全部零点

{ x k = cos
k�

n+ 1
} n

k= 1

为插值结点组的 f 的 Gr�nwald 插值多项式为 Gn( f , x ) = �
n

k = 1

f ( xk ) l2k ( x ) ,其中

lk( x) =
Un ( x)

Un�( xk )( x - x k)
� � k = 1,2,�, n.
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文献[ 2] 证明了 Gn( f , x ) 在(- 1, 1) 上处处收敛于 f ( x) ,而且是内闭一致收敛的.文献[ 3] 证明了Gn ( f , x) 在 L2意义下不是收

敛算子列,并给出了一种拟 Gr�nwald插值多项式为G*
n ( f , x) = �

n+ 1

k= 0

f ( x k)� 2
k( x ) .其中:

x0 = 1, xn+ 1 = - 1;

�0( x) =
1+ x

2

Un ( x )
Un( 1)

, �n+ 1 ( x) =
1- x

2

Un ( x)
Un (- 1)

;

� k( x ) =
1- x 2

1- x2
k

lk ( x) � � k = 1, 2, �, n.

对任意 f � C[- 1, 1] ,记 f 的对称差分为 �h�f ( x ) = f ( x - h�
2

) - f ( x + h�
2

) .且定义函数 f 的光滑模为[4]

��( f , t) � = sup
0< | h| � t

��h�f � � .

文献[ 3] 证明了:对任意 f � C[- 1, 1] ,有 � f - G*
n � 1

2
,� � C[ ��( f ,

1
n

) � +
�f � �

n
] .

文献[ 4] 将文献[ 3] 的结果推广到 0 < p < � .笔者进一步得到如下结论:

定理 1� 设a= { a1 , a2 , �, am , �} 是非负实数列, B = { Lp 1, �, Lp 2, �, �, L pm ,�, �}是一列加权Lp 空间( p m > 1, m = 1, 2, 3, �) ,

当数列{ a
1
mm } � l � 时,若 f � C[- 1, 1] ,则

�G*
n ( f , x) - f ( x ) �Ba,� � C( q) (��( f , 1

n
) � +

� f � �
n

1
p 0

) ,

其中 q = sup
m�1

{ a
1
mm } , p 0 = inf

m�1
{ p m } > 1,�=

1

1- x2
.

2 � 相关引理
关于 � k( x ) ,由文献[ 3] 知

�
n

k= 1

�2k ( x) � 2. ( 1)

引理1[ 4] � 设 f � C[- 1, 1] , pn ( x ) 为 f ( x) 在[- 1, 1] 上的 n( n > 1) 次一致最佳逼近多项式,则

�f ( x ) - pn ( x ) � � � C��( f ,
1
n

) � .

引理2� 设 p > 1,记 Lk( x ) =
1- x2 Un( x)

x - xk
( k = 1,2, �, n) ,则

� �
n

k = 1

| Lk ( x) | �p m, � � Cn2-
1

p
m .

证明 � 令 x = cos �,则有

(�
1

- 1
( �

n

k = 1

| Lk( x) | ) p m ( 1- x 2 )- 1
2 dx )

1
p m = ( �

n

s= 0�
( s+ 1)�

n+ 1

s�
n+ 1

( �
n

k = 1

|
sin( n+ 1)�

cos�- cos
k�

n+ 1

| ) p m d�)
1

p m .

当 1 � s � [
n
2

] ,�� (
s�

n+ 1
,
( s + 1)�

n+ 1
) 时,文献[ 5] 已证明

�
n

k = 1

|
sin( n + 1)�

cos �- cos k�
n+ 1

| � C
ln( s + 2)

s
n2.

从而

�
(s+ 1)�

n+ 1

s�
n+ 1

( �
n

k = 1

| sin( n+ 1)�

cos �- cos k�
n+ 1

| ) pm d�� �
n+ 1

C( ln( s + 2)
s

n2 ) pm ,

�
[ n

2
]

s= 0�
(s+ 1)�

n+ 1

s�
n+ 1

( �
n

k= 1

| sin( n+ 1)�

cos �- cos k�
n+ 1

| ) p m d�� �
n+ 1

C( 1+ �
[ n

2
]

s= 1

( ln( s + 2)
s

n2) p m ) .

由 �
�

k= 1

lnp
0 ( 1+ k)

kp 0
的收敛性及lnp

m ( 1+ k)
kpm

� lnP
0 (1 + k)

kp 0
,可得 �

[ n
2

]

s= 1

( ln( s + 2)
s

n2 ) p m � Cn2p m .因此,
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�
[

n
2 ]

s= 0
�

(s+ 1)�
n+ 1

s�
n+ 1

( �
n

k= 1

|
sin( n+ 1)�

cos �- cos
k�

n+ 1

| ) p
m d� � Cn2p

m
- 1.

类似地,

�
n

s= [
n
2

]+ 1
�

(s+ 1)�
n+ 1

s�
n+ 1

( �
n

k = 1

|
sin( n+ 1)�

cos�- cos
k�

n+ 1

| ) p m d�� Cn2p m- 1 .

引理2 得证.

3 � 定理 1的证明

设 f � C[- 1, 1] , p n ( x) 为 f ( x ) 在[- 1, 1] 上的 n( n > 1) 次一致最佳逼近多项式,则有

G*
n ( f , x ) - f ( x ) = G*

n ( f - p n , x) + G*
n ( p n, x ) - pn ( x ) + p n ( x) - f ( x ) . ( 2)

由(1) 式及引理 1,有

�G*
n ( f - p n , x) � p

m
, � = (�

1

- 1
| G*

n ( f - p n, x ) | p m
1

1 - x 2
dx )

1
p m =

(�
1

- 1
| �

n+ 1

k = 0

( f ( x k) - p n( x k) )� 2
k( x ) | p m

1

1 - x 2
dx )

1
p m �

� f - p n � � (�
1

- 1
| �

n+ 1

k= 0

� 2
k( x ) | p m

1

1 - x 2
dx )

1
p

m �

C��( f ,
1
n

) � .

再由Ba 空间范数的定义,有

�G*
n ( f - p n , x) � Ba, � = inf{�> 0: �

�

m= 1

am �G*
n ( f - pn , x ) �m

p
m

, �

�m � 1} �

inf{�> 0: �
�

m= 1

(
qC��( f , 1

n
) �

�
) m � 1} .

取�= 2qC��( f ,
1
n

) � ,则�
�

m= 1

(
qC��( f ,

1
n

) �

�
) m = �

�

m= 1

(
1
2

) m = 1.从而

�G*
n ( f - pn , x ) �Ba,� � C( q)��( f ,

1
n

) � . ( 3)

又由

�p n( x) - f ( x) � p m, � = (�
1

- 1
| p n( x ) - f ( x ) | p m

1

1 - x 2
dx)

1
p

m �

C� pn ( x ) - f ( x ) � � � C��( f ,
1
n

) � ,

类似得到( 3) 式的过程,可有

� p n( x ) - f ( x) � Ba, � � C( q)�� ( f ,
1
n

) � . ( 4)

以下考虑对 G*
n ( p n, x ) - pn ( x ) 进行估计.设 H n+ 2 ( f , x) = �

n+ 1

k= 0

f ( xk )�k ( x) + �
n

k = 1

f�( x k)�k ( x ) 为函数 f � C[- 1, 1] 以{ x k} n+ 1
k= 0 为

插值结点组的拟 Hermite插值算子.其中:

�0 ( x) = 1+ x
2

( Un( x )
Un ( 1)

) 2 ;�n+ 1 ( x) = 1- x
2

( Un( x )
Un(- 1)

) 2 ;

�k( x ) = ( 1- x 2 ) ( 1- xx k)
U2

n ( x)
( n+ 1) 2 ( x - xk) 2 � � k = 1, 2, �, n;

�k ( x ) = (1 - x 2) ( 1- x 2
k)

U2
n ( x )

( n+ 1) 2( x - xk ) 2 � � k = 1, 2, �, n.

由拟Hermite插值多项式的唯一性,知

G*
n ( p n, x ) - pn ( x ) = �

n

k= 1

p n( x k)
x k

1- x2
k

�k( x ) - �
n

k = 1

p n�( x k)�k( x ) : = J 1 + J 2.

对于 J1 ,利用 � pn � � � 2�f � � 以及引理2,得
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� �
n

k= 1

p n( xk )
xk

1- x 2
k

�k( x ) �p m ,� = [
1

( n+ 1) 2p
m�

1

- 1
| �

n

k = 1

pn ( x k)
xk ( 1- x2

k ) U2
n ( x )

( x - x k)
2 | p m

1

1- x 2
dx]

1
p m �

[
C� f � p

m�

( n+ 1) 2pm�
1

- 1
| �

n

k = 1

1- x 2 Un( x )
x - x k

| p
m

1

1- x 2
dx]

1
p m �

[
C� f � p

m�

( n+ 1) 2pm�
1

- 1
( �

n

k= 1

| Lk( x ) | ) p
m

1

1- x 2
dx ]

1
p

m �

C� f � �
( n+ 1) 2 n( 2- 1

p
m ) � C� f � �

n
1

p
m

� C� f � �
n

1
p

0

.

同样类似得到( 3) 式的过程,可有

� �
n

k = 1

pn ( x k)
x k

1- x2
k

�k ( x ) �Ba,� �
C�f � �

n
1
p0

. ( 5)

对于 J2 ,由文献[ 6] 的证明知对任意的 m,有

� �
n

k = 1

p n�( x k)�k( x ) �p
m

,� � C��( f , 1
n

) � .

再由类似得到( 3) 式的过程,可有

� �
n

k = 1

p n�( x k)�k( x ) �Ba,� � C( q) ��( f ,
1
n

) � .

从而由( 2) 至( 6) 式得

�G*
n ( f , x ) - f ( x) � Ba, � � �G*

n ( f - pn , x ) �Ba,�+ �G*
n ( p n , x) - p n( x ) � Ba, �+

�p n ( x) - f ( x ) �Ba,� � C( q) (��( f ,
1
n

) � +
� f � �

n
1

p
0

) .

定理1 得证.
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Rate of Weighted Ba,�, Convergence of a Kind of Quas-i Gr�nwald

Interpolatory Operators

XIA Ying, XU Gu-i qiao

( College of M athematics Science, T ianjin Normal University, T ianjin 300387, China)

Abstract:An est imate is obtained for weighted Ba, � convergence rate of a kind of quas-i Gr�nwald interpolatory poly-

nomials G
*
n ( f , x ), which is based on the zero points of Chebyshev polynomials of the second kind.
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