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一类非线性动力系统的概周期解
*
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摘� 要:运用 Leray-Schauder不动点定理和 Liapunov 函数方法,研究了一类四阶非线性动力系统的概周期解 ,得到了

该动力系统存在概周期解的充分条件.
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文献[ 1] 研究了下面的三阶非线性系统概周期解的存在性: x ( 4) + ax� + bx��+ x� + h(x ) = 0.笔者在此基础上, 研究下面

的一类四阶非线性动力系统的概周期解:

x (4) + P( t, x�) + Q( t, x��) + H ( t, x�) + �( t, x ) = f ( t, x , x� , x��, x�) . ( 1)

运用 Leray-Schauder 不动点定理和 L iapunov 函数方法, 得到了系统(1) 概周期解存在的充分条件.

1� 预备知识
为叙述方便,考虑系统:

dx
dt

= F( t, x ) . ( 2)

其中 F( t, x ) � C1 ( R � Rn ) � Rn .

引理 1[ 2] � 如果存在一个 L iapunov 函数 V ( t, x ) 在乘积空间 � : I ( 0 � t < + � ) � EL ( � x � � L, L > 0) 上连续可微

( L 可以足够大) ,且满足:

( � ) �( � x � ) � V ( t, x ) � �( � x � ) , � ( r) , �( r) 是连续的, lim
r �+ �
�( r ) = + � ;

( � ) dV
dt

| ( 2) � - [ k- q1 ( t) ] V ( t, x ) + q 2( t) V ( t, x ) .

其中 k > 0是常数, qi ( t) � 0( i = 1, 2) 是连续函数,且满足

lim
(t , v) � ( � , � )

1
v�

tw

t
q 1 ( s)ds < k, sup

t � 0�t
t+ 1

q2 ( s )ds < + � .

那么,方程( 2) 的解是一致最终有界的.

引理 2( Leray-Schauder) [ 3] � 设 A : E � E 全连续,如果{ x | x � E, x = �A x , 0 < �< 1} 是有界的, 那么 A 在 Banach 空

间 E 中的闭球 T 中必有不动点, 这里 T = { x | x � E, � x � � R} , R = sup{ � x � | x = �A x , 0 < � < 1} .

2� 主要结果
先对非线性项作特殊处理,设

P( t, x�) = ax� + p ( t, x� ) , Q( t, x��) = bx��+ q( t, x��) , H ( t, x� ) = cx� + h( t, x�) , �( t, x ) = dx + �( t, x ) .

而 a, b, c, d 均为正常数, p ( t, x�) , q( t, x��) , h( t, x�) , �( t, x ) 和 f ( x , x� , x��, x�) 均为各自变量的连续可微函数,且是概周期函数. 于
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是,可将系统( 1) 化成如下等价方程组:

x� 1 = x 2 ,

x� 2 = x 3 ,

x� 3 = x 4 ,

x� 4 = - dx 1 - cx 2 - bx 3 - ax 4 - �( t, x 1 ) - h( t, x 2) - q( t, x 3 ) - p ( t, x 4 ) + f ( t, x 1 , x 2 , x 3 , x 4 ) .

( 3)

系统(3) 的系数矩阵为

A =

0 1 0 0

0 0 1 0

0 0 0 1

- d - c - b - a

. ( 4)

定理 1� 设系统(3) 满足下列条件:

( � ) 系数矩阵( 4) 的广义特征方程的广义特征根 �i ( t) 均有负实部, 即Re �1 ( t) � - �< 0( i = 1, 2, 3, 4) , 其中�是一个

正常数;

( � ) lim
��+ �

| �( t, x 1 ) |
�

= �1 , lim
��+ �

| h( t, x 2 ) |
�

= �2 , lim
��+ �

| q( t, x 3 ) |
�

= �3, lim
��+ �

| p ( t, x 4 ) |
�

= �4,

lim
��+ �

| f ( t, x 1 , x 2 , x 3 , x 4 ) |
�

= �5 ,其中 �= ( x 2
1 + x 2

2 + x 2
3 + x 2

4 ) 1/ 2 , � = max {�1 , �2 , �3 , �4 , �5 } , 0 < � <
�10

2M4 .

则系统(3) 至少存在 1个概周期解, 且导数也是概周期函数.

命题 1� 在定理 1的条件下,存在正常数 ki = k i(�, M ) ( i = 1, 2) 和M = max { a, b, c, d, 1} , 使对所有 t, x 1 , x 2, x 3 , x 4, 有

k1 ( x 2
1+ x 2

2 + x 2
3 + x 2

4 ) � V � k2 ( x 2
1 + x 2

2 + x 2
3 + x 2

4 ) .

证明 � 构造 L iapunov函数如下:

V = V 1 + V 2 + V 3 + V 4 . ( 5)

其中:

V 1 =
1
2c

( abc - c2 - a2 d) ( cx 1+ bx 2 + ax 3 + x 4 )
2 +

d
2c

[ ( ab - c) x 2 + a2 x 3+ ax 4 ]
2+

d
2a

[ ( ab - c) x 1 + a2 x 2 + ax 3 ] 2 +
d
2a

(abc - a2 d - c2 ) x 2
1 ;

V 2 = ad
2
( x 4 + ax 3 +

ab - c
a

x 2 ) 2 +
cd
2

( x 3 + ax 2 +
ad
c
x 1 ) 2 +

d2

2c
( abc - c2 - a2 d) x 2

1 +
d
2a

( abc - c2 - a2 d) x 2
2 ;

V 3 =
ad
2

( dx 1 + cx 2 +
c
a
x 3 ) 2 +

cd
2

( x 4 + ax 3 +
ad
c
x 2 ) 2 +

d2

2c
(abc - c2 - a2 d)x 2

2 +
d
2a

(abc - c2 - a2 d) x 2
3 ;

V 4 =
cd
2
( dx 1 + cx 2 +

bc - ad
c

x 3 )
2 +

ad
2
( dx 2 + cx 3 +

c
a

x 4)
2 +

d2

2c
( abc - c2 - a2 d) x 2

3 +
d
2a

( abc - c2 - a2 d) x 2
4 .

系数矩阵(4) 的特征方程 | �E- A | = 0 可化为 �4 + a�3 + b�2 + c� + d = 0. 由条件( � ) 知满足 Routh-H urwitz条件.

由根与系数之间的关系,可推得:

a = - ( �1 + �2 + �3 + �4) � 4�; b = �1�2 + �1�3 + �1�4 + �2�3 + �2�4 + �3�4 � 6�2 ;

c = - ( �1�2�3 + �1�2�4 + �1�3�4 + �2�3�4 ) � 4�3 ; d = �1�2�3�4 � �4 ;

ab - c � 20�3 ; abc - c2- a2 b � 64�6 .

显然,有

V � V 2 + V 4 � d( abc - c2 - a2 d) [
d
2c

( x 2
1 + x 2

3) +
1
2a

( x 2
2 + x 2

4 ) ] � �4 � 64�6 [
�4

2M
( x 2

1 + x 2
3 ) +

1
2M

(x 2
2+ x 2

4) ] � 32B�10

M
( x 2

1 + x 2
2 + x 2

3 + x 2
4 ) ,

其中 B = min(�4 , 1) .故 V 是正定函数.类似地,经过大量计算,容易估计出 V � 17M 4( x21 + x22 + x 2
3 + x 2

4 ) ,即 V 有无穷小上界.

命题 2� 在定理 1 的条件下,存在正常数 k3 = k3 (�) , 使当( x 1 , x 2 , x 3 , x 4 ) 是方程组( 3) 的任一解时, 有

dV
dt

| ( 3) � - k 3( x 2
1 + x 2

2 + x 2
3 + x 2

4 ) .

证明 � 沿着系统( 3) 的轨线,对 V 求全导数, 得

dV
dt

| ( 3) = �V
� t

+ �V
�x 1

x 2 +
�V
�x 2

x 3 +
�V
�x 3

x 4 +
�V
�x 4

[- dx 1 - cx 2 - bx 3 - ax 4 -

�( t, x 1 ) - h( t, x 2) - q( t, x 3 ) - p ( t, x 4 ) + f ( t, x 1 , x 2 , x 3 , x 4 ) ] �

- q( t, x 3 ) - p ( t, x 4) + f ( t, x 1, x 2 , x 3 , x 4 ) ] . ( 6)
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由(5) 式可得 |
�V
�x 4

| � 14M 4 x 2
1 + x 2

2 + x 2
3 + x 2

4 .

由条件( � ) ,对任意给定的 �0( 0 < �0 <
2�10

5M4 ) ,存在充分大的 R > 0,使得 x 2
1 + x 2

2 + x 2
3 + x 2

4 � R2 ,有

| �( t, x 1) | � (�+ �0 )�, | h( t, x 2) | � (�+ �0 )�, | q( t, x 3 ) | � ( �+ �0 )�,

| p ( t, x 4) | � (�+ �0 )�, | f ( t, x 1 , x 2 , x 3 , x 4) | � (�+ �0 )�.

由(6) 式, 在乘积空间 �* : I ( 0 � t < + � ) � { ( x 1 , x 2 , x 3 , x 4 ) | x 2
1 + x 2

2 + x 2
3 + x 2

4 � R2 } ,有

dV
dt

| (3) � [ - 64�10 + 70M 4 (�+ �0 ) ] ( x
2
1+ x 2

2 + x 2
3 + x 2

4 ) = - [ �10 + ( 35�10 - 70M 4�) +

( 28�10 - 70M 4�0 ) ] ( x 2
1 + x 2

2+ x 2
3 + x 2

4 ) � - �10 ( x 2
1 + x 2

2 + x 2
3 + x 2

4 ) .

定理 1 的证明 � 为了应用 Leray-Schauder不动点定理, 考虑下面的带参方程:

�X = AX + �F ( t, X) . ( 7)

其中: A是(4) 式; �为满足0 < � � 1的参数; X = ( x 1 , x 2 , x 3 , x 4 )
T ; F( t, X) = ( 0, 0, 0, - �( t, x 1) - h( t, x 2 ) - q( t, x 3 )- p ( t,

x 4 ) + f ( t, x 1, x 2 , x 3, x 4 ) ) T .

显然,当参数 � = 1 时,系统( 7) 就变成了系统(3) .

设 S 表示所有四维向量概周期连续函数X ( t) 构成的 Banach 空间,其范数为

� X� = sup
t
{ | x 1 ( t) | + | x 2 ( t) | + | x 3( t) | + | x 4( t) | } .

由条件( � ) ,存在正常数 c1 , c2 ,使得

� eAt � � c2 e
- c

1
t � � t � 0. ( 8)

因此,当 X ( t) = ( x 1( t) , x 2 ( t) , x 3 ( t) , x 4( t) ) 有界时,�
t

- �
eA( t- �) F(�, X(�) ) d�存在且关于 t 可微.

定义算子 T : S � S, TX =�
t

- �
eA( t- �) F(�, X (�) ) d�. 考虑算子方程 X = �T X .由 �, h, p , q, f 的连续可微性及概周期性知

T 为连续算子.设{ Xn } 为一无穷序列,满足 � Xn � � k < + � ( n = 1, 2, � ) .由 T 的定义和(8) 式可知序列{ TX n } 是一致有

界的,直接微分得
d
dt

TX n = F( t, X n( t) ) + AT (X n) � � n = 1, 2, � .

因此, 由{ Xn } 一致有界性, 必然蕴含{
d
dt

TX n } 的一致有界性; 反过来,又蕴含{ TX n } 的等度连续性. 故T 为紧算子, 从而

T 为全连续算子.

由命题 1和命题 2, 可知由(5) 式定义的L iapunov函数V 满足引理1 的条件,系统( 3) 的解是一致最终有界的. 利用概周

期函数的性质,可知系统( 3) 的任意解有界, 从而集合{X( t) | X( t) � S, X = �T X , 0 < � � 1} 在 S 中为有界集.根据引理 2,

T 在 S 中有不动点, 因此,系统( 3) 至少存在 1 个概周期解, 且导数也是概周期函数.
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Almost Periodic Solutions for a Class of Nonlinear Dynamical Systems

LUO Hong-y ing , LIU Jun, L � Xian

( School of Mathematics and Information Science, Qujing Normal Colleg e, Qujing 655011, Yunnan China)

Abstract: In this paper, the almost periodic so lut ions for a class of four or der nonlinear dynamical systems

ar e studied by using the Leray-Schauder f ixed point theorem and the method of L iapunov funct ion. T he

suff icient condit ions which guarantee the ex istence of the almost periodic solut ions are obtained.
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