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整函数与其导函数分担值集的唯一性
*

丁 杰,柏玲玲,袁文俊
(广州大学数学与信息科学学院, 广东 广州 510006)

摘 要:运用正规族理论研究了整函数与其导函数分担值集的唯一性问题. 当分担值集的元素个数为 n+ 1( n 2)个

时,得到整函数和它导函数的各种具体关系.
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1 主要结果
在文中使用 Nevanlinna理论[ 1] 和正规族理论的标准记号[ 2]

. 记 E( S , f ) =
a S
{ z : f ( z ) - a = 0} ,若

E( S , f ) = E( S , g) , 则函数 f , g分担集合S ;若 S = { a} ,则称为 f , gCM 分担值a;若 f ( z ) - a的零点不计

重数,则称为 IM 分担.

定理 1 设S = { 0, a1 , a2 , , an} ( n 2) ,是有限多个判别的复数集合,若 f 和f 是 2个非常数整函

数且 E( S, f ) = E( S , f ) ,则有以下 3种关系: (1) f f ; (2) f - f ; (3) f = -
a i
a j
f ( i j ) .

定理 1中 S 包含 0元素,不含 0元素的情况有兴趣的读者不妨具体讨论.

在 1976年, F. Gross
[ 3]
就提出能否找到一个有限集合 S,对任意 2个非常数整函数 f 和g , 当S 为f 和

g的分担值集时,必有 f g. 1995年,仪洪勋
[ 4]
证明了有限集合 S 是存在的, 并且说明集合 S 含有 7个

元素.

如果考虑 2个特殊的整函数 f 和 f ,对集合 S 中元素个数的条件就会减弱.

命题 1[ 5] 存在一个含有 3个元素的复数集合 S = {0, a, b} ,若 f 和 f 是 2个非常数整函数且 E( S ,

f ) = E( S , f ) ,则 f f .

注记 命题 1中 S = {0, a, b} , 即集合 S包含0元素.对集合 S 不含 0元素的情况,常建明 [ 6] 在 2007

年给出了证明.

对分担值的唯一性问题, 同样有许多结论. 1977年, Rube-l Yang[ 7] 证明了: f 为非常数整函数, a, b为 2

个判别的有穷复数,若 a, b为f 和 f 的CM 分担值,则 f f .条件 f 和 f CM 分担 a, b值到f 和f IM分

担 a, b值的改进, 是由1979年Mues- Steinmetz
[ 8]
给出的. 1990年,杨连忠

[ 9]
进一步推广得到, 若a, b为f 和

f
( k) 的 CM 分担值,则 f f

( k)
,其中 k为正整数.

2 主要的引理
引理1

[ 2]
设 f ( z ) 是整函数,若 f ( z ) 的球面导数有界,则 f

#
( z ) 的级至多为1.其中,球面导数 f

#
( z )

= | f ( z ) | / (1 + | f
2
( z ) | ) .

引理2[ 1] 设 F为域D内的全纯函数族, F在D内正规的充分必要条件是对D 的任意有界闭子域D 1 ,
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存在相应的正数 M,使得 | f ( z ) | M (1+ | f 2
( z ) | ) .

引理3[ 2] 设 F为D内的一列全纯函数族, k为一正整数. 设a, b, c是 3个判别的有限复数,且 M为正

数.若对任意 f F,当 f ( z ) = a, b, c时,有 | f ( z ) | M,则 F在 D 内正规.

引理 4
[ 5]

设F为 D内的一列全纯函数族, k为一大于等于2的正整数.设a, b, c是3个判别的有限复

数且 b 0.若对任意 f F, E(0, f ) = E( a, f ) , 且当 f = b时,有 f
k
( z ) = c,则 F在 D 内正规.

3 定理 1的证明
令 S = {0, a1 , a2 , , an} 是有限多个不同元素的复数集合, 设非常数的整函数满足 E( S , f ) = E( S ,

f ) ,令

( z ) =
f ( z ) [ f ( z ) - a1 ] [ f ( z ) - an ]
f ( z ) [ f ( z ) - a1 ] [ f ( z ) - an ]

,

则由 E( S, f ) = E( S , f ) ,可得

( z ) =
f ( z ) [ f ( z ) - a1 ] [ f ( z ) - an ]
f ( z ) [ f ( z ) - a1 ] [ f ( z ) - an ]

= eh( z ) , (1)

其中 h为整函数.

由对数导数引理计算可得 m( r, ) = S ( r, f ) ,于是即得

T ( r, ) = S ( r , f ) . (2)

下面来证明 f 的级小于等于 1.

令 F= { f ( z + ) : C} , z D = { z : | z | < 1} ,则 F是区域D内的一族全纯函数. 取0, a1 , a2 , ,

an中任意 3个元素,运用引理 3, F在 D内正规.所以,由Marty定则可得函数 f 的对数导数有界,再由引理

1得到 f 的级小于等于 1.

因此, T ( r, f ) = O( r ) ,而 S( r , f ) = O( lo g r ) .于是由(2) 式可知, 是一个多项式.再由( 1) 式得, 一

定是一个非 0常数, 记为 A ,即
f ( z ) [ f ( z ) - a1 ] [ f ( z ) - an ]
f ( z ) [ f ( z ) - a1 ] [ f ( z ) - an ]

= A . 简化可得

f ( z ) [ f ( z ) - a1 ] [ f ( z ) - an ] = Af ( z ) [ f ( z ) - a1 ] [ f ( z ) - an ] . (3)

对(3) 式两边求导,得

f { ( n+ 1) [ f ]
n
- n( a1 + a2 + + an) [ f ]

n- 1
+ a1 a2 an} = Af { ( n + 1) [ f ]

n
-

n( a1 + a2 + + an) [ f ]
n- 1
+ a1a2 an } . (4)

首先断言 f 0. 反之,则存在一点 z 0 使得 f ( z 0) = 0, f 在 z 0 点附近的泰勒展式为 f ( z ) = f ( z 0 ) +

A n( z - z 0)
n
+ , 其中 A n 0, n 2. z 0 是( 4) 式左边的 n - 2重零点,右边的 n - 1重零点.矛盾.

于是有 f ( z ) = BC eCz ,则 f ( z ) = D 1 + BeCz ,其中 B 0, C 0, D 1是常数.

其次来证明 D 1 S.

若不然,有 f ( z ) = b+ BC eCz , f ( z ) = BC eCz , b 0, a1 , , an . 由 Picard定理可知:

( ) 存在 z 0 使得 f ( z 0) = 0, 则 f ( z 0) = a i ( i = 1, 2, , n) . 不妨设 f ( z 0) = a1 ,则 b = -
a1
C
.

( ) 同理存在 z 1 使得 f ( z 1) = a1 ,则 f ( z 1) = a i ( i = 1, 2, , n) . 而 f ( z 1) a1 ,否则由 b = a1 -

a1
C
与( ) 可得 a1 = 0,矛盾.不妨设 f ( z 1) = a2 , 则 b = a1 -

a2

C
.

(n) 存在 z n- 1使得 f ( z n- 1) = an- 1 , 则 f ( z n- 1) = a i ( i = 1, 2, , n) .由同样的讨论有 f ( z n- 1) = an ,则

b = an- 1 -
an
C
. 存在 z n使得 f ( z n- 1) = an ,则有 b = an -

a i
C
( i = 1, 2, , n) ,分别与前 n种情况矛盾. 所以,

D 1 S.

下面分情况讨论 f 和 f 的关系.

情况 1 D 1 = 0时,有
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f ( z ) = B eCz , f ( z ) = BC eCz . (5)

由 f 为非常数整函数可知,存在 z 1使得 f ( z 1 ) = a1 ,因此 f ( z 1) = ai ( i = 1, 2, , n) . 若 f ( z 1) = a1 ,由

(5) 式可得 C = 1,同样存在 z i 有 f ( z i ) = ai , f ( z i ) = ai ( i = 1, 2, , n) , 计算均得到C = 1. 所以可以得

到函数与其导函数的一个关系: f f .

除上面 f ( z 1) = a1 外讨论更一般的情况. 不妨假设 f ( z 1 ) = a2 ,有 C =
a2

a1
. 同样运用 Picard定理有

z 2 使得 f ( z 2) = a2 ,因此 f ( z 1) = ai ( i = 1, 2, , n) .当 f ( z 2 ) = a1时, C =
a1
a2
.存在 z 3使得 f ( z 3 ) = a3 ,

因此 f ( z 3 ) = ai ( i = 1, 2, , n) .假设 f ( z 3) = a4 ,得 C =
a4
a3
.

同理分别存在 z n- 1和 z n ,使得:

f ( z n- 1 ) = an- 1 , f ( z n- 1 ) = an , C =
an
a n- 1

; f ( z n) = an , f ( z n) = an- 1 , C =
an- 1

an
.

所以有另一种情况: C =
a2
a1
=
a1
a2
=
a4
a3
=
a3
a4

=
an
an- 1

=
an- 1

an
.这种情况下 f - f , 其中 a1 , a2 , , an成

对以相反数形式出现,不难看出要求 n为偶数.

情况 2 D 1 = ai 时(不妨令 i = 1) , 有

f ( z ) = a1 + BeCz , f ( z ) = BC eCz .

存在 z 1 使得 f ( z 1 ) = 0, f ( z 1 ) = ai .不妨设 a i = a2( a1 为它的特殊情况) ,则

C = -
a2
a1
. (6)

同理存在 z 2 使得 f ( z 2) = a2 ,则 f ( z 2 ) = ai ( i = 1, 2, , n) .当 f ( z 2) = a2时, C =
a2

a2 - a1
,与(6) 式矛

盾, f ( z 2 ) 取其他均能相容,不妨取 f ( z 2 ) = a3 ,

C =
a3

a2 - a1
. (7)

同样有 z 3 使得 f ( z 3) = a3 ,取 f ( z 3 ) = a4(取 a1 , a2 , a3与(6) , (7) 式时矛盾) , 得

C =
a4

a3 - a1
.

依次这样讨论考虑, 存在 z n- 1 使得 f ( z n- 1) = an- 1 , 取 f ( z n- 1 ) = an 有 C =
an

an- 1 - a1
. 存在 z n 使得

f ( z n) = an , f ( z n ) 只能取 a1(其他情况均能得到矛盾) 有 C =
a1

an - a1
. 这样得到 C = -

a2
a1
=

a3
a2 - a1

an
an- 1 - a1

=
a1

an - a1
, f = -

a2

a1
f .所以 f = -

ai
a j
f ( i j ) .证毕.
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