
� � 第 30卷 � 第 3期 � 吉首大学学报(自然科学版) Vol. 30� No. 3 � �

� � 2009年 5月 Journ al of Ji shou University ( Natural Science Edit ion) May 2009 � �

文章编号: 1007- 2985( 2009) 03- 0024- 04

时间尺度上一类二阶时滞动力方程的振动性
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摘 � 要: 借助 Riccati变换和时间尺度的有关理论 , 研究了一类二阶非线性时滞动力方程解的振动性, 给出了该类方程

振动的几个定理.
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时间尺度上时滞动力方程振动性研究近年来得到广泛关注
[ 1- 9]

.笔者研究形式时间尺度上二阶非线性

时滞动力方程

( p ( t ) ( x
�
( t) )

�
)
�
+ q( t) f ( x ( �( t ) ) ) = 0 � � t � T (1)

的振动性.

文献[ 1] 研究了时间尺度上二阶线性时滞动力方程

x
��
( t ) + p ( t) x (�( t) ) = 0 � � t � T (2)

的振动性,建立了方程(2) 振动的几个充分条件,统一了时滞微分方程和时滞差分方程振动性的相应结果.

文献[ 4] 研究了时间尺度上二阶非线性中立型时滞动力方程

( r( t ) ( [ y ( t) + p ( t ) y ( t - �) ]
�
)
�
)
�
+ f ( t, y ( t- �) ) = 0 � � t � T (3)

的振动性,得到方程(3) 振动的一些充分条件. 文献[ 5- 6] 研究了时间尺度上二阶半线性动力方程

( r ( t ) ( x
�
( t) )

�
)
�
+ p ( t) x

�
( t) = 0 � � t � T (4)

的振动性,得到方程(4) 振动的一些充分条件.文献[ 2- 3] 研究了方程( 1) 当 �� 1时的一些振动定理,推

广并改进了文献中的有关结果.显然方程(2) , (4) 是方程(1) 的特殊情况.

方程( 1) 的解 x ( t) 称为振动的,如果 x ( t) 既不最终为正,也不最终为负;否则称为非振动的. 方程(1)

称为振动的,如果它的所有解都是振动的.

由于文中研究的是方程解的振动性,可以假设 T 是无界的,定义时间尺度区间[ t0 , � ) T : = [ t0 , � ) �

T, t > 0.这里: p ( t) 和 q( t) 是定义在时间尺度区间[ t 0 , � ) T 上的正的实数值 rd连续函数; �( t ) 是定义在T

到 T 上的滞量函数, 且�( t) � t, lim
t� �
�( t ) = � .存在正常数 L, 使得

f ( x )
x
� � L , x � 0,�是 2个正奇数之比.

此外假设�
�

t
0

(
1

p ( t )
)

1/ ��t = � .

1 � 基本引理
方便起见记 d+ ( t ) : = max {0, d( t) } , d- ( t) : = max{0, - d( t) } .
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引理 1( Kel ler 链锁法则 [ 6]
) � 当 x ( t) �可导时,有

( ( x ( t) )
�
)
�
= ��

1

0
[ hx

�
+ (1 - h) x ]

�- 1
x
�
( t) dh. (5)

引理 2
[ 4] � 设 f ( x ) = - Ax

�+ 1
� + Bx , A > 0,则 f ( x ) 在 x 0 = (

�B
(�+ 1) A

)
�
处取得最大值,最大值为

f ( x 0 ) =
�
�

( �+ 1)
�+ 1

B
�+ 1

A
� .

引理 3
[ 2] � 假设 p � C1

rd( [ t0 , � ) T , R) , p �( t ) � 0,且

�
�

t
0

(�( t) ) �q( t) �t = � . (6)

若方程(1) 有一个最终正解 x ( t) , 则存在 t * � t0 > 0, 当 t � t* 时有: ( � ) x �( t) > 0, x ( t) > tx
�
( t) ;

( � ) x ( t) 严格递增, x ( t )
t
严格递减.

2 � 主要结果
定理 1 � 假设( 6) 式成立. p � C

1
r d( [ t 0 , � ) T , R) , p � � 0,且存在正值 �可导函数 r( t) , �( t) ,使得

lim
t � �

sup�
t

t
0

( Lr ( s)�( s) q( s) ( �( s)
s
)
�
-

�
�

( �+ 1)
�+ 1

C
�+ 1

D
� )�s = � , (7)

这里 C =
r ( s) (�

�
( s) ) +

�( �( s) )
+ ( r

�
( s) )+ , D =

�r ( s)�( s)

( p ( s) )
1/�
( �(�( s) ) )

�+ 1
�
,则方程( 1) 在[ t0 , � ) T 振动.

证明 � 假设方程(1) 在[ t0 , � ) T 上有非振动解 x ( t ) .不失一般性,不妨设 x ( t ) > 0, x ( �( t ) ) > 0, t �

t* � t0 .定义

w ( t) =
�( t) p ( t ) ( x �( t) ) �

x
�
( t)

� � t � t * � t0 , (8)

则 w ( t) > 0,由求导法则有

w
�
( t) =

�( t )
x
�
( t)

( p ( t) ( x
�
( t ) )

�
)
�
+ p (�( t) ) ( x �( �( t ) ) ) �x

�
( t) �

�
( t ) - �( t ) ( x

�
( t) )

�

x
�
( t) x

�
(�( t) )

.

由方程(1) 及引理 3得

w
�
( t ) � - L�( t) q( t ) (

�( t )
t
)
�
+
��( t )
�(�( t) )

w ( �( t ) ) -
�( t) p (�( t) ) ( x �(�( t) ) ) �( x �( t) ) �

x
�
( t) x

�
( �( t ) )

.

当 0 < � � 1时,由引理 1有( ( x ( t) ) �) � � �( x �( t ) ) �- 1
x
�
( t) ,所以有

w
�
( t) � - L�( t) q( t) ( �( t)

t
)
�
+
��( t )
�( �( t ) )

w (�( t) ) - ��( t) p (�( t) ) ( x
�
( �( t ) ) ) �x �( t)

x
�
( t) x ( �( t ) )

.

进而

w
�
( t ) � - L�( t ) q( t) (

�( t )
t
)
�
+
��( t)
�(�( t) )

w (�( t) ) - ��( t ) p ( �( t ) ) (
x
��( t)

x
�
( t)

)
�+ 1 x

�
( t )

x
��
( t)

( x
�
( t) )

�

x
�
( t )

�

- L�( t ) q( t) (
�( t )
t
)
�
+
��( t)
�(�( t) )

w (�( t) ) - ��( t ) p ( �( t ) ) (
x
��
( t)

x
�
( t)

)
�+ 1
(
p ( �( t) )
p ( t )

)
1/�
.

当 �> 1时, ( ( x ( t ) ) �) � � �( x ( t ) ) �- 1
x
�
( t) ,所以类似上面的证明,有

w
�
( t ) � - L�( t) q( t ) ( �( t)

t
)
�
+
�
�
( t )

�(�( t) )
w ( �( t ) ) - ��( t) p (�( t ) )

�+ 1
� ( x

�
( �( t ) ) )

�+ 1

( p ( t) )
1/�
x
�+ 1
(�( t) )

.

从而当 �> 0时,由(8) 式得

w
�
( t) � - L�( t) q( t) (�( t)

t
)
�
+
(��( t) )+
�( �( t) )

w (�( t) ) - ��( t)
( p ( t ) )

�- 1
( �( �( t ) ) )

�( w (�( t) ) )
�
,

这里 �=
�+ 1
�

, ( �
�
( t) ) + = max {0, �

�
( t ) } .利用分部积分公式有-�

t

t
*

r ( s) w
�
( s) �( s) = - r( s) w ( s) |

t
t
*
+

�
t

t
*

r
�
( s) w (�( s) ) �s,所以有
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�
t

t
*

Lr ( s)�( s) q( s) (
�( s)
s
)
�
�s � w ( t * ) r ( t* ) +�

t

t
*

Cw ( �( s) ) �s -�
t

t
*

D(w ( �( s) ) )
�+ 1
� �s.

因此�
t

t
*

( Lr ( s)�( s) q( s) ( �( s)
s
)
�
-

��

( �+ 1)
�+ 1

C
�+ 1

D
� ) �s � w ( t* ) r( t* ) . 这与(7) 式矛盾. 证毕.

注 1 � 定理 1推广并改进了文献[ 2] 中定理 3. 3的结果.

由定理 1的证明方法可以类似地证明下面的结论:

定理 2� 假设(6) 式成立. p � C1
rd([ t0 , � ) T , R) , p � �0.存在函数 H , h � C rd(D, R) ,这里 D � { ( t, s) : t

� s � t0} 使得H ( t, t) = 0( t � t0) , H ( t, s) > 0( t > s � t0) . H 关于 t, s有非正的连续 �偏导数 H
�
s ( t, s) ,且

存在正值�可导函数 �( t)满足H �s ( t, s) + H ( t, s) �
�
( s)
�
�
( s)

= -
h( t, s)
�
�
( s)

(H ( t, s) )
�
�+ 1 , lim

t � �
sup 1

H ( t, t0)�
t

t
0

K ( t, s)�s =

� ,这里 K ( t, s) = LH ( t, s) (
�( s)
s
)
��( s) q( s) - p( s) ( h- ( t, s) )

�+ 1

( �+ 1) �+ 1
(�( s) ) �

.则方程(1) 在[ t0 , � )T 上振动.

定理 3 � 假设 (6) 式成立. p � C1
rd( [ t0 , � ) T , R) , p �( t) � 0,使得

lim
t� �

sup
t
�

p ( t)�
�

t
q ( s) �( s) >

1
L

lim
t � �

sup(
t
�( t)

)
�
,

则方程(1) 在[ t0 , � ) T 上振动.

证明 � 假设方程(1) 在[ t0 , � ) T 上有非振动解 x ( t ) .不失一般性,不妨设 x ( t ) > 0, x ( �( t ) ) > 0, t �

t* � t0 .对 T � t � t* , 由方程(1) 和引理 3得

�
T

t
q ( s) f ( x ( �( s) ) )�s = p ( t ) ( x

�
( t) )

�
- p ( T ) ( x

�
( T) )

�
< p ( t ) ( x

�
( t) )

�
,

因此
1

p ( t)�
�

t
q ( s) f ( x ( �( s) ) ) �s < ( x

�
( t ) )

�
,
L

p ( t )�
�

t
q ( s) ( x (�( s) ) )

�
�s < (

x ( t)
t
)
�
,进而

Lt
�

p ( t)�
�

t
q( s)�( s) < (

x ( t)
x (�( t) )

)
�
= (

x ( t )
t
�( t )

x ( �( t) )
t
�( t)

)
�
< (

t
�( t)

)
�
,

所以lim
t� �

sup t
�

p ( t)�
�

t
q ( s) �s � 1

L
lim
t� �

sup( t
�( t )

)
�
.这与已知矛盾.证毕.

注 2 � 定理 3改进了文献[ 3] 中定理 3和定理 4的结果.

3 � 实例

例 1 � 考察时间尺度上二阶半线性时滞动力方程( ( x �( t) ) 3
)
�
+
�

t�
3
( t)

x
3
( �( t ) ) = 0, t � [ 1, � ) T .这

里 �( t ) = t
2
. 显然满足( 6) 式. 因为

lim
t� �

sup
t
�

p ( t )�
�

t
q ( s)�( s) = lim

t � �
sup t

3�
�

t

�
s�3 ( s)

�s = 8�lim
t � �

sup t
3�
�

t

1
s
4 �s �

8
3
�lim
t � �

sup t
3�
�

t

3
s

3�( s)
�s � 8

3
�lim
t � �

sup t
3�
�

t

s
2
+ s�( s) + �2 ( s)

s
3 �3( s)

�s =

8
3
�lim
t � �

sup t3
Q

]

t
(-

1
s

3 )
$
$ s =

8
3

G,

所以由定理 3,当 G > 3时该方程振动.

注 3  文献[ 3] 中的定理不能给出该方程是振动的.
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