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反向混合单调算子新的不动点定理
�
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摘 � 要:利用锥理论和非对称迭代方法, 研究了 Banach 空间一类反向混合单调算子方程解的存在唯一性, 并给出了迭

代序列收敛于解的误差估计,所得结果改进和推广了混合单调算子方程某些已知相应结果.
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在 Banach空间中,混合单调算子和反向混合单调算子是 2 类重要的算子. 对于混合单调算子,特别是对于在适当的序

条件下的非线性单调算子问题,应用迭代方法得出了许多好的结果; 但对于反向混合单调算子解的存在性问题却涉及甚

少.笔者利用非对称迭代法研究了半序空间中反向混合单调算子方程解的存在唯一性,并给出了迭代序列收敛于解的误差

估计,改进了文献[ 1]的主要结果, 当然也统一和改进了文献[ 2- 5]的结果.

以下总假设 E 是一个实 Banach 空间, P 是E 中的正规锥, N 为P 的正规常数, 半序 � 是由锥 P 诱导的 .

定义 1[6] � 设 x 0 � E , y 0 � E , 有 x 0 < y0 , 称集合[ x 0 , y 0] = { x | x 0 � x � y 0} 为 E 中的序区间.

定义 2[6] � 设非空集 D � E ,算子 A : D � D � E 称为反向混合单调算子,如果:

( 1) 对每个固定的 y � D , A ( x , y ) 在 D上关于 x 是单调递减的,即 � x 1 < x 2 � [ x 0 , y 0 ] , 有A ( x 2 , y ) � A ( x 1, y ) , x 0

� y � y 0 ;

( 2) 对每个固定的 x � D , A ( x , y ) 在 D上关于 y 是单调递增的,即 � y 1 < y 2 � [ x 0 , y 0 ] , 有A ( x , y 1 ) � A ( x , y 2) , x 0

� x � y 0 .

定理 1� 设 P 是E 中的正规锥, N 为P 的正规常数 , A : [ x 0 , y 0] � [ x 0, y 0 ] � E 的反向混合单调算子,且存在正的有界

线性算子 L ,M : E � E ,满足下列 3 个条件:

(H1 ) x 0 + L ( y 0 - x 0) � A ( y 0 , x 0) , A ( x 0 , y 0) � y 0;

(H2 ) A ( x , y ) - A ( y , x ) � M ( y - x ) , x0 � x < y � y 0 ;

(H3 ) 谱半径 0 < r ( L + M ) < 1.

则反向混合单调算子 A ( x , y ) 在[ x 0 , y 0] 上有唯一的公共不动点 x * .构造迭代序列

x n+ 1 = A ( yn , x n ) - L( y n - x n ) ,

y n+ 1 = A ( xn , y n ) � � n = 0, 1, 2, �,

则{x n } { y n } 都收敛于 x * ,且有误差估计式

� x n (或 yn ) - x * � � Nrn � y0 - x 0� � � n > n0 , r ( L + M) < r < 1.

证明 � ( � ) 利用数学归纳法验证

x n- 1 � xn � y n � yn- 1 � � n = 1, 2, �. ( 1)

事实上, n = 1 时,由条件( H1) 得

x 0 � A ( y0 , x 0 ) - L ( y 0 - x 0) = x 1 � A ( y 0, x 0 ) � A ( x 0, y 0 ) = y 1 � y 0 ,
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则( 1) 式成立.

假设 n = k 时( 1) 式成立, 即有

x k- 1 � xk � y k � y k- 1 ,

从而有 L ( y k - x k ) � L( y k- 1 - x k- 1 ) .

又由于 A 是[ x 0 , y0 ] � [ x 0 , y 0 ] 上的反向混合单调算子,因此

A ( y k- 1 , x k- 1 ) � A ( y k , x k ) � A ( xk , yk- 1) � A ( x k- 1 , yk- 1) .

当 n = k + 1 时, 由归纳假设得

x k = A ( yk- 1 , x k- 1 ) - L( y k- 1 - x k- 1 ) � A ( yk- 1, x k- 1 ) - L( y k - x k) � A ( y k , x k ) - L ( yk - xk ) =

x k+ 1 � A ( y k , x k ) � A ( xk , y k) = yk+ 1 � A ( xk- 1 , y k- 1 ) = y k .

由归纳法知( 1) 式成立.

( � ) 下证{x n } {y n } 是 E 中的 Cauchy序列.

由( � ) 和条件( H2 ) 以及 A 的反向混合单调性,得

� � yn - xn = A ( xn- 1 , yn- 1) - A ( y n- 1 , xn- 1 ) + L( y n- 1 - x n- 1) �

M ( y n- 1 - x n- 1) + L ( yn- 1 - x n- 1 ) = ( L + M) ( yn- 1 - x n- 1 ) ,

继续可得

� � yn - x n � ( L + M ) ( y n- 1 - x n- 1) � � � ( L + M ) n ( y 0 - x 0 ) . ( 2)

根据锥 P 的正规性,得

� y n - x n � � N �L + M � n � y 0- x 0� .

又

� � xn+m - x n � yn - xn � ( L + M ) n ( y 0 - x 0 ) ,

� � yn - y n+m � yn - xn � ( L + M ) n ( y 0 - x 0 ) .

由锥 P 正规可得

� x n+ m - x n � � N �L + M � n � y 0 - x 0 � , ( 3)

� y n - y n+ m � � N �L + M � n � y 0 - x 0 � . ( 4)

因为 r ( L + M ) < 1,所以取 r : r ( L + M ) < r < 1,由

lim
n � �
� ( L + M ) n �

1
n = r ( L + M ) < r < 1,

可知存在 n0 , 使得

� ( L + M ) n � < r n � � n > n0 .

于是由( 3) , ( 4) 式, 可得

� x n+ m - xn � � Nrn � y 0 - x 0 � � � n > n0 , ( 5)

� y n - y n+ m � � Nrn � y 0 - x 0 � � � n > n0 . ( 6)

因此{x n } { y n } 是 E 中的 Cauchy 序列.

( � ) 设 lim
n � �

xn = �x , lim
n � �

y n = �y ,则 �x = �y = x * 就是 A ( x , y ) 的不动点,由( 1) 式得

xn � �x � �y � y n , � � �y - �x � yn - x n .

又由( 2) 式得

� � �y - �x � y n - x n � ( L + M ) n ( y0 - x 0) .

根据锥 P 的正规性,得

��y - �x � � Nrn � y0 - x 0� ,

即

x 0 � �x = �y = x * � y 0.

进一步有

xn � A ( yn- 1 , xn- 1) � A ( x * , x * ) � A ( x n- 1 , y n- 1 ) = y n .

因此

� � A ( x * , x * ) - x n � yn - xn � ( L + M ) n ( y 0 - x 0 ) .

根据锥 P 的正规性,得

�A ( x * , x * ) - xn � � Nrn � y 0 - x 0 � � � n > n0,
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故

�A ( x * , x * ) - x * � � �A ( x * , x * ) - xn � + � x n - x * � � 2Nr n � y 0 - x 0 � � � n > n0 .

令 n � � , 得

A ( x * , x * ) = x * .

( � ) x * 是唯一的.设 y * 也是 A ( x , y ) 在[ x 0, y 0 ] 上的不动点,则

x 1 = A ( y 0 , x 0 ) - L( y 0 - x 0 ) � A ( y 0, x 0 ) � A ( y * , y * ) = y * � A ( x 0, y 0 ) = y 1 .

由数学归纳法得 x n � y * � y n ,则

� � y * - x n � yn - x n � ( L + M ) n ( y0 - x 0) .

根据锥 P 的正规性,得

� y * - x n � � Nr n � y 0 - x 0 � � � n > n0 ,

从而

� y * - x * � � � y * - x n � + � xn - x * � � 2Nr n � y 0 - x 0 � � � n > n0.

令 n � � 得 y * = x * ,即 x * 是唯一的. 最后在( 5) , ( 6) 式中令 m � � 便可得到误差估计式.

推论 1� 设 P 是E 中的正规锥, N 为P 的正规常数 , A : [ x 0 , y 0] � [ x 0, y 0 ] � E 的反向混合单调算子,且存在正的有界

线性算子 M : E � E , 满足下列 3个条件:

(H1 ) x 0 � A ( y0 , x 0) , A ( x 0 , y 0) � y 0;

(H2 ) A ( x , y ) - A ( y , x ) � M ( y - x ) , x0 � x < y � y 0 ;

(H3 ) 谱半径 0 < r ( M ) < 1.

则混合单调算子 A ( x , y ) 在[ x 0 , y0 ] 上有唯一的公共不动点 x * . 构造迭代序列

x n+ 1 = A ( yn , x n ) ,

y n+ 1 = A ( xn , y n ) � � n = 0, 1, 2, �,

则{x n } { y n } 都收敛于 x * ,且有误差估计式

� x n (或 yn ) - x * � � Nrn � y0 - x 0� � � n > n0 , r ( M) < r < 1.

类似于定理 1的证明可得推论 1 成立.

注 1� 定理 1 推广和改进了文献[ 1]中定理 1的结果.

注 2� 利用定理 1 可以讨论 Banach 空间中许多类型的非线性积分方程、微分方程和微分- 积分方程的求解问题.
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Fixed Point Theorems of Mixed Monotone Operator
LUAN Sh-i xia, SUN Qin-fu, ZHAO Yan-ling

( School of Mathematical Science, Qufu Normal University, Qufu 273165, Shandong China)

Abstract:Using the cone theory and non-symmetric iteration method, the author studies the existence and uniqueness of

solutions to a class of ant-i monotone operator equat ions in Banach spaces.And the iteration sequences which converge

to solut ion of operator equations and the error estimates are also given. The results presented improve and generalize

some corresponding results for mixed monotone operator.
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