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对参数不确定神经网络的鲁棒状态估计
�

黄 � 淦,曹进德
(东南大学数学系,江苏 南京� 210096)

摘� 要:讨论了参数不确定神经网络的状态估计问题. 由于参数的不确定性,无法设计观测器使观测器的状态与原来的

神经网络达到完全同步,只能将误差控制在一定范围之内. 对于给定的观测器中的增益矩阵, 给出了判据来估计观测器的状

态与原神经网络的状态间最终的误差界;同时,通过使用线性矩阵不等式的技术,给出了观测器中增益矩阵的设计方法.此外,

对误差界的估计进行讨论,说明了影响估计准确性的主要原因. 最后用 2 个例子来说明这些判据的有效性.
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近几十年里,神经网络得到了广泛的研究,同时它也成功地应用于模式识别、图像处理、优化计算等多个

领域.其中神经网络的状态估计问题也得到很多学者的关注
[ 1- 3]

.在很多实际问题中,神经网络中各个神经元

的状态并不能由网络输出完全确定. 所谓神经网络的状态估计,就是根据神经网络的输出来设计观测器,从

而对原神经网络中各个神经元的状态进行估计.但在现实问题中,网络的参数带有不确定性也可能随时间的

变化而发生变化,大量的文献
[4- 7]
对这类不确定系统进行了分析.笔者讨论了这类参数不确定神经网络的状

态估计问题,利用稳定性理论以及线性矩阵不等式(LMI)技术,得到了观测器中的增益矩阵的设计方法, 并对

最后的误差界给出估计公式.此外,还讨论了误差界的估计准确性,并在仿真中作了仔细比较.

文中 A > 0表示 A是正定矩阵, En表示 n阶单位矩阵, �x � = ( � x
2
i )

1�2
, �A � = [ �max ( A* A) ]

1�2
.

1 � 模型介绍
考虑参数不确定的神经网络:

�u i ( t ) = - ( ci + �ci ) ui ( t ) + �
n

j= 1
( aij + �aij ) g j ( uj ( t ) ) + I i + �I i � � i = 1, 2, �, n. (1)

用向量形式表示为

�u( t ) = - ( C+ �C ) u( t ) + ( A + �A) g( u( t ) ) + I + �I . (2)

这里: u( t ) = ( u1 ( t ) , �, un ( t ) )
T
为神经网络的状态向量; C= diag( c1 , �, c n )是对角正定阵,有 ci > 0; A =

( a ij ) n� n 表示连接矩阵; I = ( I1 , �, In ) 为神经网络的外部输入; 激活函数 g ( u( t ) ) = ( g1 ( u1 ) , �,

gn ( un ) )
T
;而 �C = diag(�c 1 , �, �c n ) , �A = ( �aij ) n �n , �I = ( �I 1 , �, �In )

T
表示系统中参数的不确定性.

假设激活函数 G( u( t ) ) 满足Lipschitz条件:

| g( u) - g( v ) | � | G( u- v) | , (3)

且有界 �g( u) � � �1 .这里并不要求激活函数是单调的或者是光滑的.同时假设 ��C | � �1 , ��A� �
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�2 , ��I � � �3 .另外由激活函数的有界性,很容易知道到状态 u( t ) 也是有界的,不妨设 �u( t ) � � �2 .

设神经网络的输出为

y ( t ) = Bu( t ) + f ( t , u ( t ) ) . ( 4)

其中: y ( t ) � R
m
表示网络的输出; B为适当维数的矩阵; f : R � Rn � R

m
表示神经网络输出中的非线性扰

动,它满足 Lipschitz条件

| f ( t , u) - f ( t , v ) | � | F ( u - v) | . ( 5)

对于不确定的神经网络( 2) ,可以设计如下观测器:

�v( t ) = - Cv( t ) + Ag( v( t ) ) + I + K [ y ( t ) - Bv( t ) - f ( t , v( t ) ) ] , ( 6)

其中增益矩阵 K � R
n� m

.设误差状态为 e( t ) = u ( t ) - v( t ) ,则由方程( 1) , ( 4) , ( 6) , 得

�e ( t ) = - ( C + KB ) e( t ) + A[ g( u( t ) ) - g ( v( t ) ) ] - K [ f ( t , u( t ) ) - f ( t , v( t ) ) ] -

�Cu+ �Ag( u( t ) ) + �I . ( 7)

2 � 主要结论
引理 1( Schur complement)

[ 8] � 对于给定的常数对称阵 � 1 , � 2 , � 3 ,若 � 1 = �
T
1 , �2 = �

T
2 > 0, 则

� 1 + �
T
3 �

- 1
2 � 3 < 0,

当且仅当

�1 �
T
3

�3 - � 2

< 0或
- �2 � 3

�
T
3 � 1

< 0.

定理1 � 对于给定增益矩阵 K � R
n �m

, 若存在实对称正定矩阵 P � R
n� n

, 以及正实数 �1 > 0, �2 > 0,

�> 0, 使得 � < 0成立,则方程( 6) 与方程( 2) 将以误差界
�
�
�max P
�min P

渐进同步, 其中 �= 2�max ( P) ( �1�2

+ �2 �1 + �3 ) ,

� = - ( ( C+ KB)
T
P+ P( C + KB ) ) + P ( �1

- 1
AA

T
+ �2

- 1
KK

T
) P+ �1 G

T
G+ �2 F

T
F + �I .

这里以误差界
�
�
�max P

�min P
渐进同步指的是, 对于方程( 2) 与方程( 6) , 存在 t 0 > 0, 当 t > t0 时 � u( t ) -

v( t ) � = �e( t ) � � �
�
�max P

�min P
.

证明 � 令 V ( e( t ) ) = e
T
( t ) Pe( t ) ,则

D
+

V ( e( t ) ) = 2e
T
( t ) P {- ( C+ KB) e( t ) + A [ g( u ( t ) ) - g( v ( t ) ) ] - K [ f ( t , u( t ) ) - f ( t , v( t ) ) ] -

�Cu + �Ag( u( t ) ) + �I} � e
T
( t ) [- ( ( C + KB )

T
P + P ( C + KB ) ) + P( �

- 1
1 AA

T
+

�
- 1
2 KK

T
) ] e( t ) + �1 [ g( u( t ) ) - g ( v( t ) ) ]

T
[ g ( u( t ) ) - g( v ( t ) ) ] + �2 [ f ( t , u ( t ) ) -

f ( t , v( t ) ) ]
T
[ f ( t , u( t ) ) - f ( t , v( t ) ) ] + 2�max ( P ) ( �1 �2 + �2�1 + �3 ) � e( t ) � �

e
T
( t ) [- ( ( C + KB )

T
P + P( C + KB ) ) + P( �

- 1
1 AA

T
+ �

- 1
2 KK

T
) P+ �1 G

T
G+

�2 F
T
F ] e( t ) + �� e( t ) � � e

T
( t ) �e ( t ) - �� e( t ) �2

+

�� e( t ) � < ( �- �� e( t ) �) � e( t ) � .

所以当 �e ( t ) � � �
�
时, D

+
V( e ( t ) ) < 0.由 V 函数的定义,得

�min ( P) � e( t ) �2 � V( e ( t ) ) � �max( P) � e( t ) �2
.

因此, �min ( P) � e( t ) � 2 � �
2

�
2�max ( P) .由此可以得到方程( 6) 和( 2) 最终同步时的误差界为

�
�
�max P
�min P

.

定理2 � 若存在实对称正定矩阵 P � R
n �n

,正实数 �1 > 0, �2 > 0, �> 0,以及矩阵 R � R
n� m

,使得不

等式( 8) 成立,则可以设计增益矩阵 K = P
-1
R ,使得方程(6) 与方程( 2) 将以误差界 �

�
�max P

�min P
渐进同步,
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� PA R

* - �1 En 0

* * - �2 Em

< 0, ( 8)

� = - CP- PC - B
T
R

T
- RB + �1 G

T
G+ �2 F

T
F + �En .

证明 � 在方程( 8) 两边同乘以对角阵 diag( E n , �
-

1
2

1 En , �
-

1
2

2 Em ) ,得

� �
-

1
2

1 PA �
-

1
2

2 R

* - En 0

* * - Em

< 0.

由引理1得 � < 0.因此由定理 1得定理 2的结论成立.

注 � 这里误差界的估计依赖于 P的条件数
�max P

�min P
.从大量计算机仿真的模拟中发现, P 的条件数较大

往往会造成这个误差界估计得不准确.因此需要准确估计误差的时候, 人们总是希望 P 的条件数尽可能

地小.

定理3 � 若存在正实数 �1 > 0, �2 > 0, �> 0, 以及矩阵 R � R
n �m

, 使得不等式( 9) 成立,则系统( 6) 与

系统( 2) 将以误差界��
�
渐进同步,其中 ��= 2( �1�2 + �2 �1 + �3 ) ,

�� A K

* - �1 En 0

* * - �2Em

< 0, ( 9)

��= - 2CC - B
T
K

T
- KB + �1 G

T
G+ �2 F

T
F + �En .

证明 � 事实上只要在定理2中取 P = En ,即可得到定理3.

注 � 在定理 3中取 P = En 使得P的条件数为 1,可有效提高估计误差的准确性,而且通过解下列线

性优化问题( 10) , 可以设计控制器K使得误差的范围尽可能地小.但对 P的限制使得定理 3的适用范围比

定理 2小得多,这也带来了一定的局限性.

max �� � � � � � �

s. t.

�� A K

* - �1 En 0

* * - �2 Em

< 0. ( 10)

3 � 数值仿真
例1 � 考虑三维神经网络( 2) :

�u( t ) = - ( C+ �C) u( t ) + ( A + �A ) g( u ( t ) ) + I + �I ,

y ( t ) = Bu( t ) + f ( t , u ( t ) ) .

这里: C = diag( 1, 1, 1) ; gi ( s) = 1
2

( | s + 1 | + | s - 1 | ) ; I = ( 0, 0, 0)
T
; A =

1. 25 - 3. 2 - 3. 2

- 3. 2 1. 1 - 4. 4

- 3. 2 4. 4 1

;

| �cij | � 0. 1, | �aij | � 0. 1, | �I i | � 0. 1. 因此, | g i ( s ) | < 1, G = diag( 1, 1, 1) ,可以推算 u( t ) 最终有

界,存在不变集{ u | | u1 | < 8. 95, | u2 | < 10. 11, | u3 | < 10} .

若输出函数中

B =
1 0 - 1

0 1 0
, f ( t , u( t ) ) =

0. 1sin( t ) u1 ( t )

0. 1cos 2t ( u3 ( t ) + u2 ( t ) )
,
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则 F =
0. 1 0 0

0 0. 1 0. 1
.

解LMI( 8) ,得

P =

0. 488 6 - 0. 230 5 0. 410 1

- 0. 230 5 0. 144 7 - 0. 204 4

0. 410 1 - 0. 204 4 0. 377 4

, R =

0. 345 2 0. 417 9

0. 015 7 0. 655 8

- 0. 444 1 0. 398 7

,

�= 0. 227 1, �1 = 0. 536 6, �2 = 1. 286 2,

因此可以得到 K = P
- 1
R =

18. 882 4 4. 901 9

- 1. 947 6 26. 883 2

- 22. 748 3 10. 291 1

.

随机选取一组 �C, �A , �I ,并且随机选取方程( 6) , ( 2) 的初值进行仿真. 如图 1所示, 经过一段时间

后, � e( t ) � � 0. 1,但由定理 2估计出的误差界
�
�
�max P

�min P
= 11. 572 4.

值得注意的是在这里定理 3并不适用,当 P = En 时 LMI( 9) 无解.

a� 例 1中,方程(2) (蓝色) 与方程( 6) (红色) 的相图 � � � � � � � � b � 例 1中,方程(2) 与方程( 6) 的误差 � e( t ) �

图 1� 例 1 中方程( 2) 与方程( 6) 的动力学行为

例2 � 若将例1的输出函数变为:

B =

1 0 0

0 1 0

0 1 1

, f ( t , u( t ) ) =

0. 1sin( t ) u1 ( t )

0. 1cos 2t ( u2 ( t ) + u3 ( t ) )

0. 1sin( t ) u2 ( t )

,

则 F =

0. 1 0 0

0 0. 1 0. 1

0 0. 1 0

.

解LMI( 9) ,得

K =

2 364 - 27. 7 48. 3

4. 8 2 188. 7 232. 8

16. 4 - 1 957. 1 2 161. 7

, �= 507. 29, �1 = 1 275. 3, �2 = 6 033. 1.

随机选取一组 �C, �A , �I ,并且随机选取方程( 6) , ( 2) 的初值进行仿真. 由定理 2估计出的误差界
��
�

= 0. 001 3 = 10
- 2. 883 2

(在图2- b中用直线标出) , 对比例1这一估计比较准确. 另外,这里增益矩阵中各个

元素都比较大, 从图 2可以发现 2个系统很快就同步了,而且同步后 2个系统误差较小.

4 � 结语
讨论了参数不确定神经网络的状态估计问题.由于参数的不确定性,观测器的状态与原神经网络的状
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a� 例 2中,方程(2) (蓝色) 与方程( 6) (红色) 的相图 � � � � � � � � � b � 例 2中方程(2) 与方程( 6) 的误差 � e( t ) �

图 2� 例 2 中方程( 2) 与方程( 6) 的动力学行为

态无法完全同步,而只能将误差控制在一定范围之内. 通过推导得出这个误差界的估计, 并给出方法来设

计观测器中的增益矩阵. 同时通过对问题的讨论与数值仿真, 可以发现矩阵 P 的条件数对误差界估计的

准确性有严重影响. 为此,给出了减小误差界的方法,并对该方法的适用性作了进一步的讨论和比较.

与文献[ 1- 3] 不同,讨论的模型并不含有时滞. 这是因为在处理参数不确定延时神经网络的状态估

计问题中,对误差界进行有效的估计仍然存在一定的困难, 这也是下一步工作的主要内容.
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Robust State Estimation for Uncertain Neural Networks

HUANG Gan, CAO Jin-de

( Department of Mathematics, Southeast University, Nanjing 210096, China)

Abstract: The robust state estimation problem for uncertain neural network is studied in this paper. As the uncertainty

of the parameters, the states of the est imator can� t be complete synchronous with the neural network, but asymptotically

synchronous with errorbound is accessible. For given state estimator gain matrix, the error bound is derived. By using

stable theory and linear matrix inequality approach, the design of the robust state est imator is also given in this paper.

And the discussion of the estimate of the error bound is also presented. The simulation samples have proved the effec-

tiveness of the conclusion.

Key words: neural networks; Lyapunov function; linear matrix inequality; state estimation
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