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给定控制数的树的代数连通度的上界
�

冯立华
(山东工商学院数学学院,山东 烟台 � 264005)

摘 � 要:讨论了给定控制数的树的代数连通度的上界,并对极图给出了刻画.
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在文中只考虑简单连通图.设连通图 G = ( V , E) 是具有 n 个顶点的简单图,其顶点集与边集分别为

V和E .图G 的邻接矩阵A ( G) 是关于 G的( 0, 1)邻接矩阵,它的第( i , j ) 个元素是1, 当( i , j ) 是一条边时,

在其他情况下为0. A ( G ) 的最大特征值称为 G的谱半径,记为 �( G ) .令 D( G ) 是图的度对角线矩阵.称矩

阵 L( G) = D( G) - A ( G ) 是图的Laplacian矩阵, L( G) 的次小特征值表示为 �,称为 G的代数连通度
[ 1]

.

其他关于图的谱方面的内容见文献[ 2] .

下面介绍一下文中用到的术语. 图的直径是图中两点间距离的最大值. P t 表示具有 t 个顶点的路. V

的一个顶点子集S 称为G 的一个控制集,如果对于每一个 v � V- S ,总存在一个点 u � S ,使得 u与v 相

邻. G 的最小控制集的基数就是G 的控制数,记为 �( G ) . P t 表示具有 t个顶点的路.令 K 1, m 表示m + 1个

定点的星图.若 m � n
2

,则树 T n, m 是由K 1, m 的m - 1条悬挂边上再增加一个悬挂点而得到.显然, T n, m 的

控制数就是 m .其他图论中的术语见文献[ 3] .

代数连通度与图的结构有密切的联系,与图的其他特征值相比,它更能反映图的性质, 因此关于代数

连通度的研究是近年来一个十分热门的话题.文献[ 4] 对直径为 3的树的代数连通度作了排序. 文献[ 5 -

6] 对给定直径具有完美匹配, 或对给定围长的图的代数连通度作了研究,并对部分的图类得到了极图. 关

于这方面的一个综述见文献[ 7] .

引理 1
[ 6] � 设 G 是一个具有 n个顶点的简单连通图, 图H 是由G 通过粘贴一个悬挂点而得到的具有

n + 1个顶点的连通图,则 �( H ) � �( G) .

通过直接的计算,得到如下结论:

引理 2 � T n , �的特征多项式为

�( �- 1)
n- 2�

( �
2
- 3�+ 1)

�- 2
[ �

3
- ( n - �+ 4) �

2
+ ( 3n - 3�+ 4) �- n] .

若 �= 1, 则 �( T n, �) = 1, 此时 T = K 1, n- 1 .若 �= 2,则 �( T n, �) 是方程 �
3
- ( n + 2) �

2
+ ( 3n - 2) �

- n = 0的最小根.若 �� 3, 则 �( T n , �) =
3- 5

2 .
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定理 1 � 令树 T 有n 个顶点且控制数为�� 1.若 �= 1,则 �( T ) = 1,此时T = K 1, n- 1 .若 �= 2, 则

�( T ) � �( T n, 2 ) ,等号成立当且仅当T = Tn ,2 .若 ��3,则 �( T ) � �( T n, �) ,等号成立当且仅当T = T n, �.

证明 � 若 �= 1,此时只有 1个图, T = K1, n- 1 , 显然 �( T ) = 1.

若 �= 2, 首先由引理2,有

P�( T n, 2 ) = �( �- 1)
n- 4

[ �
3

- ( n + 2) �
2

+ ( 3n - 2) �- n] = ( �
2
- 3�+ 1) ( �- n + 1) - 1 = 0,

所以 �( T n, 2 ) >
3 - 5

2
.

对于任意的树 T ,若 �= 2而树 T 的直径至少为 4,则 T 含有P5 作为它的子图.由引理 1,有 �( T ) �

�( P5 ) =
3 - 5

2
< �( Tn , 2 ) .若 T 的直径为 3,则由文献[ 4] 中的推论 2,有 �( T ) � �( Tn , 2 ) .

若 �� 3. 设 T 的直径大于等于 5,则 T 含有P 6 作为子图.由引理 1, 有

�( T ) � �( P6 ) = 2 - 3 <
3 - 5

2
< �( Tn , �) .

若T 的直径为 3,则不可能有 � � 3, 因此 T 的直径至少为 4. 现在考虑直径恰好为 4 的情况. 由引

理1,有

�( T ) � �( P*
5 ) < �( P5 ) =

3 - 5
2

< �( T n, �) ,

这里 P
*
5 是由一条 5个顶点的路在其度为 2的 3个顶点之一加上一个悬挂点而得到.证毕.

参考文献:

[ 1] � FIEDLER M. Algebraic Connectivity of Graphs [ J] . Czechoslovake Math. J. , 1973, 23( 98) : 296- 305.

[ 2] � CVETKOVIC D, DOOB M, SACHS H. Spectra of Graphs [M ] . New York: Academic Press, 1980.

[ 3] � BONDY J A ,MURTY U S R. Graph Theory with Applications [ M] . New York: Macmillan Press, 1976.

[ 4] � GRONE R, MERRIS G. Ordering Trees by Algebraic Connectivity [ J] . Graphs Combin, 1990, 6: 229- 237.

[ 5] � FALLAT S, KIRKLAND S. Extremizing the Algebraic Connectivity Subject to Graph Theoretic Constraints [ J] . Electron. J. Linear A-l

gebra, 1998, 3: 48- 74.

[ 6] � MOLITIERNO J, NEUMANN M . On Trees with Perfect Matching [ J] . Linear Algebraic Appl. , 2003, 326: 75- 85.

[ 7] � DE ABREU N M M . Old and New Results on Algebraic Connectivity of Graphs [ J] . Linear Algebra Appl. , 2007, 423: 53- 73.

Upper Bounds on the Algebraic Connectivity of Trees with Given

Domination Number
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Abstract: This paper presents a sharp upper bounds on the algebraic connect ivity of trees with given domination num-

ber.
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