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二阶半线性脉冲微分方程的振动性与非振动性
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摘 要: 主要讨论了二阶半线性脉冲微分方程( | u ( t) | q- 1 u ) = - p ( t) | u( t) | q- 1 u( t) 的振动性与非振动性, 得到

了它的振动与非振动性判定定理, 其中 q > 0 是常数, p ( t) 是一个脉冲函数, p ( t) =
n= 1

an ( t - tn ) .
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1 问题的提出
对二阶半线性脉冲微分方程进行了研究, 以文献[ 1- 3]为理论依据,借鉴文献[ 4- 5]中的研究方法,得到了二阶半线性

脉冲微分方程振动性与非振动性的新准则,对文献[ 6]中二阶线性脉冲微分方程的结果进行了改进和推广.

考虑二阶半线性脉冲微分方程:

( | u ( t) | q- 1 u ) = - p ( t ) | u( t) | q- 1 u( t) t > t0 . ( 1)

其中: q > 0 是常数; p ( t) =
n= 1

an ( t - tn ) , 0 t0 < t1 < t 2 < < tn < , tn 当 n , 且 an > 0, n N, ( t )

是 - 函数, 例如对所有 ( t) 在 t = 0 处连续的函数,有
-

( t) ( t) dt =
-

( t) ( t) dt = ( 0) .

若方程( 1) 的解 u( t) 在每个区间[ tn , tn+ 1] 上是线性函数, 且对所有 n N,有

| u ( t-n ) | q- 1 u ( t-n ) - | u ( t+
n ) | q- 1 u ( t+n ) = lim

0
+

t
n

+

t
n

-
p ( t) | u( t) | q- 1 u( t) dt = an | u( tn ) | q- 1 u( tn ) ,

则称 u( t) 是连续,其中 u ( t+n ) , u ( t-n ) 表示 u( t) 在点 tn 处的右导数和左导数. 因此,若 u( t) 是方程( 1) 的解,则

| u ( t+n ) | q- 1 u ( t+n ) = | u ( t ) | q- 1 u ( t) = | u ( t-n+ 1 ) | q- 1 u ( t-
n+ 1) tn < t < tn+ 1 , ( 2)

且对所有 n N, 有

| u ( t+n ) | q- 1 u ( t+n ) - | u ( t+
n+ 1 ) | q- 1 u ( t+

n+ 1) = | u ( t-n+ 1 ) | q- 1 u ( t-
n+ 1) - | u ( t+

n+ 1) | q- 1

u ( t+
n+ 1 ) = an+ 1 | u( tn+ 1) | q- 1 u( tn+ 1 ) .

若方程( 1) 的非奇异解 u( t ) 有任意大的零点, 则称它是振动的,否则称它是非振动的.若方程( 1) 的所有非奇异解是非

振动的,则称它是非振动的. 若方程( 1) 所有非奇异解是振动的, 则称它是振动的.

2 主要引理

建立方程( 1) 的振动与非振动准则要用到的一些引理如下:

引理 1[4] 假设 a 0, b 0, 若 1,则 a + b ( a + b ) .

引理 2 假设 a 0, b 0, 若 0 < 1,则 a + b ( a + b ) .
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引理 2显然成立, 证明略.

3 主要结果
引入下列记号:

m =
tn

0
+ m+ 1 - tn

0
+ m

tn
0

+ 1 - tn
0

m N,

其中 n0 为大于等于0 的某个确定整数. 显然, 0 = 1, m > 0 且
m= 0

m = .

于是得到第 1个结果(关于非振动性) 如下:

定理 1 假设 0 < q 1. 进一步设

( tn
0

+ n+ 1 - tn
0
+ n ) qan

0
+ n+ 1 n 0 0 < 1, 0 n , n = 1, 2, , ( 3)

且存在无穷序列{ z n } n= 0 满足递推关系

z n+ 1 =
zn - n

n + z n - n
n N, z 0 = 1( 1) ,

且使得 0 < zn < 1( n = 1, 2, ) , 其中 n = ( n n+ 1 ) q( n = 1, 2, ) ,则方程( 1) 是非振动的.

证明 只要证明方程( 1) 的解 u( t) 满足初始条件 u( t 0 ) = 0, u ( t0
+ ) > 0下, u( t) > 0, t > t 0成立. 不妨设存在 t 0 ,

n0 使得初始条件成立, 其中 tn
0

t 0 < tn
0

+ 1, n0 N.

根据式( 2) ,得 u ( t ) > 0, t ( t 0 , tn
0

+ 1 ) .因此 u( t) > 0, t ( t 0, tn
0

+ 1 ] .

在区间[ t 0 + , tn
0

+ 1 + ] 上对方程( 1) 作积分, 并求极限得

( u ( t +
0 ) ) q - | u ( t+

n
0

+ 1 ) | q- 1 u ( t+n
0

+ 1 ) = lim
0
+

t
n

0
+ 1

+

t
0
+

p ( s ) ( u( s ) ) q ds = an
0

+ 1 ( u( tn
0

+ 1 ) ) q
0( u ( t0

+ ) ) q .

由( 2) 式可知( u ( t0
+ ) ) q = ( u ( t+

n
0
) ) q , 从而

| u ( t+n
0

+ 1 ) | q- 1 u ( t+
n

0
+ 1) ( u ( t+n

0
) ) q - 0 ( u ( t+

n
0
) ) q = ( 1 - 0 ) ( u ( t+n

0
) ) q > 0,

则

u ( t+
n0+ 1 ) > 0, ( 4)

( u ( t+
n

0
+ 1 ) ) q > ( u ( t+n

0
) ) q - 0 ( u ( t+

n
0
) ) q = ( 1 - 0 ) ( u ( t+

n
0
) ) q > 0. ( 5)

由( 2) , ( 4) 式和 u( tn
0

+ 1 ) > 0,得

u( t ) > 0 t [ tn
0

+ 1 , tn
0

+ 2 ] . ( 6)

接下来用数学归纳法证明下列不等式:

( u ( t+n
0

+ n ) ) q z n

n
q (

n

i= 0
iu ( t+n

0
+ i ) ) q , ( 7)

( u ( t+
n

0
+ n+ 1 ) ) q ( u ( t+n

0
+ n ) ) q -

z n

n
q (

n

i= 0
iu ( t+

n
0
+ i ) ) q , ( 8)

u( t ) > 0 t [ tn
0
+ n+ 1 , tn

0
+ n+ 2] , ( 9)

其中 z n 如定理 1 中所定义.

当 n = 0, 由( 5) , ( 6) 式可得( 7) 至( 9) 成立. 假设不等式( 7) 至( 9) 对于 0, 1, 2, , n 成立, 则只要证明不等式( 7) 至( 9)

对于 n + 1也成立. 因为 z n+ 1 > 0,所以由不等式( 7) 和( 8) ,得

( u ( t+
n
0

+ n+ 1) ) q zn - n

n
q (

n

i= 0

i u ( t+n
0

+ i ) ) q > 0. ( 10)

将不等式( 10) 变形, 两边同时加上 q
n+ 1 ( u ( t+

n
0
+ n+ 1 ) ) q ,得

( q
n+ 1 + n

q

z n - n

) ( u ( t+n
0

+ n+ 1 ) ) q (
n

i= 0
iu ( t+

n
0
+ i ) ) q + q

n+ 1 ( u ( t+
n

0
+ n+ 1 ) ) q .

取 a =

n

i= 1
iu ( t+

n
0
+ i ) , b = n+ 1 u ( t+

n
0
+ n+ 1 ) , 由于 0 < q 1,根据引理 2, 得

( u ( t+
n

0
+ n+ 1 ) ) q z n+ 1

q
n+ 1

(

n+ 1

i= 0
i u ( t+

n
0

+ i ) ) q . ( 11)
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根据拉格朗日中值定理及( 2) 式, 得

u( tn
0
+ n+ 2 ) = u( tn

0
+ n+ 1 ) + u ( t+n

0
+ n+ 1 ) ( tn

0
+ n+ 2 - tn

0
+ n+ 1) .

在区间[ tn
0

+ n+ 1 + , tn
0

+ n+ 2 + ] 上对方程( 1) 作积分, 并求极限得

( u ( t+
n0+ n+ 1 ) ) q - | u ( t+

n0+ n+ 2 ) | q- 1 u ( t+
n0+ n+ 2 ) = lim

0
+

t
n

0
+ n+ 2

+

t
n

0
+ n+ 1

+
p ( s ) ( u( s ) ) q ds =

an
0

+ n+ 2 ( u( tn
0
+ n+ 1 ) + u ( t+

n
0
+ n+ 1 ) ( tn

0
+ n+ 2 - tn

0
+ n+ 1 ) ) q .

根据拉格朗日中值定理、( 2) 式及 n 与 n 的定义,得

u( tn
0
+ n+ 1 ) =

n

i= 1

[ u( tn
0

+ i+ 1) - u( tn
0

+ i ) ] + u( tn
0
+ 1) - u( t 0 )

( tn
0

+ 1 - tn
0

)
n

i= 0

iu ( t+n
0

+ i ) .

因此可得

| u ( t+
n

0
+ n+ 2 ) | q- 1 u ( t+

n
0
+ n+ 2) ( u ( t+n

0
+ n+ 1) ) q - n+ 1

q
n+ 1

(
n+ 1

i= 0
iu ( t+

n
0
+ i ) ) q . ( 12)

因为 z n+ 2 > 0 隐含 z n+ 1 > n+ 1, 所以根据( 11) , ( 12) 式,得

| u ( t+
n

0
+ n+ 2 ) | q- 1 u ( t+

n
0
+ n+ 2)

z n+ 1 - n+ 1

q
n+ 1

(

n+ 1

i= 0

iu ( t+n
0

+ i ) ) q > 0,

这意味着 u ( t+n
0

+ n+ 2 ) > 0.

由( 2) 式, u ( t+
n
0

+ n+ 2) > 0和 u ( tn
0

+ n+ 2 ) > 0,得 u( t) > 0, t [ tn
0
+ n+ 2 , tn

0
+ n+ 3] ,此式与( 11) , ( 12) 式一起完成了归纳假

设的证明.这表明 u( t ) > 0, t > t 0 , 因此 u( t) 是方程( 1) 的非振动解. 证毕.

定理 2 假设 1 q < , 进一步设

( tn
0

+ n+ 1 - tn
0
+ n ) qan

0
+ n+ 1 n n > 0, n = 0, 1, 2, , ( 13)

且递推关系

vn+ 1 = n+ 1

n
n (

vn

1 - vn

+ n ) n = 1, 2, 3, , v 1 = 0, ( 14)

没有解满足 0 < vn < 1( n = 2, ) , 其中 n = (
n

n+ 1
) q ( n = 0, 1, 2, ) ,则方程( 1) 是振动的.

证明 不失一般性,设方程( 1) 有 1个最终正解 u( t ) . 不妨设存在 t0和 n0使得 u ( t 0) = 0, u( t) > 0, t > t 0 , 其中 tn0

t 0 < tn
0

+ 1 , n0 N.

接下来证明 u ( t) 0, t tn
0
不成立. 由 u ( t+

0 ) > 0 及( 2) 式知, u ( t ) > 0, t ( tn
0

, tn
0

+ 1 ) 且 u( tn
0
+ 1) > 0.

在区间[ tn0+ n + , tn0+ n+ 1 + ] 上对方程( 1) 作积分并求极限,得

| u ( t+n
0

+ n ) | q- 1 u ( t+
n

0
+ n ) - | u ( t+

n
0

+ n+ 1 ) | q- 1 u ( t+
n

0
+ n+ 1 ) = an

0
+ n+ 1 ( u( tn

0
+ n+ 1 ) ) q > 0,

因此

u ( t+
n

0
) > u ( t+

n
1

) > > u ( t+
n

0
+ n ) > u ( t+n

0
+ n+ 1 ) > .

如果存在 n1使得 u ( t+
n

1
) < 0, 那么隐含了 u ( t+

n ) < 0, n1 < n.从而存在 n2 ( n1 < n2 < n) , 使得 u( tn ) < 0, 这与已知 u( tn )

> 0矛盾. 所以

u ( t+
n

0
) > u ( t+

n
1
) > > u ( t+n

0
+ n ) > u ( t+n

0
+ n+ 1 ) > > 0.

根据拉格朗日中值定理及 n , n 的定义,得

u( tn
0

+ n ) = u( tn
0

+ 1 ) +
n

i= 2

[ u( tn
0

+ i ) - u( tn
0

+ i- 1 ) ] > ( tn
0

+ 1 - tn
0

)
n

i= 2
i- 1 u ( t+

n
0
+ i ) .

由不等式( 13) ,得

( u ( t+
n

0
+ n ) ) q - ( u ( t+

n
0
+ n+ 1 ) ) q > ( tn

0
+ 1 - tn

0
) q(

n

i= 2
i- 1 u ( t+n

0
+ i ) ) qan

0
+ n+ 1

n
q
n

(
n

i= 2
i- 1 u ( t+

n
0

+ i ) ) q . ( 15)
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不等式( 15) 隐含下面 2 个不等式:

n
q
n

(

n

i= 2
i- 1 u ( t+n

0
+ i ) ) q < ( u ( t+

n
0

+ n ) ) q , ( 16)

( u ( t+n0+ n+ 1 ) ) q < ( u ( t+
n0+ n ) ) q - n

q
n

(
n

i= 2
i- 1 u ( t+n0+ i ) ) q . ( 17)

设 v0 , v1 , , vn , 如定理 2 中所定义,则可证得

vn ( u ( t+n
0

+ n ) ) q n
q
n

(
n

i= 2
i- 1 u ( t+n

0
+ i ) ) q n = 1, 2, , ( 18)

v 1 = 0, 0 < vn < 1 n = 2, ( 19)

成立.用数学归纳法证得如下.

当 n = 1, n = 2,不等式( 18) , ( 19) 显然成立. 假设不等式( 18) , ( 19) 对于 1, , n 都成立,只要证明它对 n + 1 也成立.

由不等式( 16) ,得

( u ( tn0+ n ) ) q - n
q
n

(
n

i= 2
i- 1 u ( t+

n0+ i ) ) q ( 1 - vn ) ( u ( t+
n0+ n ) ) q .

又由不等式( 17) , ( 19) , 得

( u ( t+
n

0
+ n+ 1 ) ) q ( 1- vn ) n

vn
q
n

(

n

i= 2
i- 1 u ( t+

n
0
+ i ) ) q

或

vn
q
n

( 1- vn ) n
( u ( t+

n
0
+ n+ 1 ) ) q < (

n

i= 2

i- 1 ( u ( t+
n
0

+ i ) ) q) q . ( 20)

在不等式( 20) 两边同时加上 n
q( u ( t+n

0
+ n+ 1 ) ) q 且同时乘以 n+ 1

q
n+ 1

. 由引理1及定理2中定义的 vn+ 1 ,根据不等式( 16) ( n + 1取

代 n) 得如下结果:

vn+ 1( u ( t+n
0

+ n+ 1 ) ) q <
n+ 1
q
n+ 1

(

n+ 1

i= 2
i- 1( u ( t+n

0
+ i ) ) q < ( u ( t+n

0
+ n+ 1) ) q . ( 21)

因此不等式( 18) 对 n + 1 也成立.

根据不等式( 21) 和 vn+ 1 的定义得 0 < vn+ 1 < 1, 不等式( 19) 对 n + 1 也成立.这就完成了归纳假设的证明.因此不等式

( 18) , ( 19) 对所有 n N成立. 但这与定理 2 中的条件相矛盾.证毕.

在特殊情况下,当不等式( 3) 或( 13) 中 n 是常数时,也就是说, n = . 在这种情况下,无穷序列 z n 和 vn 是否存在很容

易决定.因此可得下面的结论:

推论 1 假设 0 < q 1. 若定理 1中 n = ( 0, 1) , n = ( 0, 1) 是的常数, 且使得 + 1. 则方程( 1) 是

非振动的.

证明 引入函数 f ( z ) ,

f ( z ) =
z -

+ z -
0 z 1. ( 22)

重新写递推关系:

z n+ 1 = f ( z n ) n N, z 0 = 1. ( 23)

由于 , ( 0, 1) ,显然 z 1 = f ( z 0) = f ( 1) ( 0, 1) , 且 z 1 < z 0 .注意到 f ( z ) 在区间[ 0, 1] 上是严格递增的函数, 由 z n < zn- 1 ,

得 z n+ 1 = f ( z n ) < f ( zn- 1 ) = z n ,因此 1= z 0 > z 1 > z 2 > .既然 zn > 0, n N,则存在 z * 使得 lim
n

z n = z * 且 z * = f ( z * ) .

因此根据( 22) 式,得知 z * 是特征方程 z 2 - ( 1- + ) z + = 0的一个实根, 其中判别式是非负的:

D = ( 1 - + ) 2 - 4 = ( 1+ + ) ( 1 + - ) ( 1- + ) ( 1 - - ) 0.

注意到 , ( 0, 1) , D 中前 3 项是正的.所以 D 0的充分必要条件是 + 1.可以找到 z * , 且满足 0 < 1- <

z * < 1.递推关系( 23) 对所有 n N成立.证毕.

推论2 假设1 q < . 若定理2中 n = > 0和 n = ( 0, 1) 的常数且使得 + > 1,则方程( 1) 是振动的.

证明  令 g( v) 表示为

g( v ) = H(
v

1- v
+ A)   0 [ v [ 1,

则递推关系可以写成
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vn+ 1 = g( vn ) , v 0 = 0.

现只要找到条件使得递推关系( 14) 的值不在区间[ 0, 1) 内. 因为 v1 = g( 0) = HA, 如果 HA \ 1,那么 vn 不在区间[ 0, 1) 内.

显然,这种情况下有不等式 H + AH > 1. 因此,只要研究 HA < 1的情况.

函数 g ( v ) 在区间( 0, 1) 是严格递增的,且 v1 = g ( 0) = AH> 0 = v0 ,因此序列 v* = lim
n y ]

vn .若序列始终在区间[ 0, 1]

内,则 v* = g( v* ) , 即 v * 是特征方程 v2 - ( 1- H+ AH) v + AH= 0的一个根. 然而,这个方程没有根的条件是判别式是负的:

D = ( 1 - H+ AH) 2 - 4AH= ( 1 + H+ AH) ( 1+ H- AH) ( 1 - H+ AH) ( 1- H- AH) < 0.

因为有 AH < 1,所以 D 的表达式前 3项是正的. 因此 D < 0与 H + AH > 1是等价的. 证毕.
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Oscillation and Non-Oscillation Criteria for Second Order Half-Linear

Impulsive Differential Equations
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Abstract: The second order hal-f linear impulsive equat ion ( | uc ( t ) |
q- 1

uc )c= - p ( t ) | u ( t ) |
q- 1

u( t ) is studied

and new oscillat ion and nonoscillation theorems are obtained,where q> 0 is a constant and p ( t ) is an impulsive func-

tion def ined by p ( t ) = 6

]

n = 1

anD ( t - tn ) .

Key words: oscillation; nonoscillation; hal-f linear impulsive differential eautions
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